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=2 Luie Benieden
PLANIMETRIA -

~ Euclides
Este insigne matematico griego se cree que vivio _
alrededor del afio 300 antes de JC. Se le considera como el
Padre de la Geometria. \ | ' :

Fue el fundador de 1a Escuela de Alejandria durante el
reinado de Tolomeo 1y en la cual se desarrollé
sistematicamente la Matematica. _ |

En su genial obra Los Elementos expone en 13 libros
la geometria q_ué se conocia hasta esa época. Es curioso
e importante senialar que este texto de Geometria se ha
seguido usando con muy pocas variaciones durante mas
de 20 siglos. '
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1* UNIDAD

Origenes de la Geometria. Conceptos primarios. Punto.. Einea. Espacio. Supctﬁue P 10 y

semiplano. Recta y semirrecta. Trazo o segmento. Rayo. Vertical y horizontal. Pohgm’nl

Poligonos: Angulo.

1. ORIGENES

Etimologicamente la palabra GEOMETRIA signi-
fica »medida de la tierra¢, ya que esta formada
por dos raices griegas: geo =tierra y metrén =
medida.

Historicamente su origen se remonta al
Antiguo Egipto cuando las inundaciones perio-
dicas del Nilo obligaban a reconstruir esas espe-
cies de parcelas o fundes de épocas ‘remotas.

_Por lo tanto, podemos decir que lo que hoy se

conoce como Geometria tuvo sus origenes en
Egipto unos tres mil anos antes de Cristo y fue

una Geometrig intuitiva, ya que los hechos se -

aceptan sin demostracion, son productos de la
practica, conocimientos que se fueron transmi-
tiendo y aplicando tanto en la agrimensura como
en la construccion de pirdmides, tumbas y una

serie de monumentos.

De Egipto pasaron estos conocimientos a -

los griegos que también le dieron, en un comien-
zo, un uso practico a esta Ciencia. Existia una
espé(‘.i'e' de agrimensores llamados »harpedonap-
tas¢, palabra que significa »estiradores de 1la

cuerda. Su instrumento fundamental se com-'

ponia de una cuerda en la cual existian cuatro
nudos que dividian al cordel en longitudes co-
rrespondientes a 3 unidades =AB, 4 unidades =
BC y 5 unidades =CD (Fig. 1). Con este primi-

tivo instrumento geométrico se podian trazar

angulos rectos con lo cual se reemplazaba a la

vescuadra actual.
3 4 : 5
* YTV OTTYTYIN TITTTTT %
A B €= D
Fig. 1
Para esto clavaban una estaca en A y en B;

juntaban D con A y al estirar la cuerda con otra
estaca en C se formaba un 4ngulo recto en B.

(Méas adelante veremos que este conocimiento

intuitivo no es mas que el Teorema de Pita-

goras.) (Fig. 2).

y10( .

Fig 2

Pero con los griegos ya se consigue un avan-
ce en esta Ciencia, pues‘ con Thales de Mileto,
unos 600 anos antes de Cristo, nace la Geome-
tria demostrativa, es decir, los hechos se aceptan

previamente son demostrados poer medio de
razonamientos y no por ser »recetas¢ que se
aplican porque en la practica y uso siempre
resultan. Con Thales, y mas que nada con Eu-
clides, la demostracion de los conocimientos
matematicos, en general, pasa a ser un elemento
fundamental que —posteriormente— es la base
de la Laogica, ya que se estudian y establecen las
»leyes del razonamiento verdadero«. : :

Los antiguos griegos dieron gran importan-
cia al desarrollo-de esta Ciencia que, a menudo, .
sc llama GEOMETRIA EUCLIDIANA, en homenaje
a Euclides, el gran matemitico griego que vivio,
probablemente, hacia el afio 280 a. de JC.

En su obra LOs ELEMENTOS expone en 13
libros los conocimientos gcometrlms hasta esa
época y, salvo algunas pequehas variaciones,
son los mismos conocimientos geometrlcos que
se siguen ensefiando en los colegios secundarios
actuales, a pesar de haber pasado mas de 20
siglos. . _
La base de las demostraciones de la Geome-
tria para Euclides son las definiciones, los axio-
mas y los postulados; con su ayuda demuestra
una serie de teoremas que le serviran, posterior-

- mente, para demostrar otros teoremas. Es decir,




se parte de estas proposiciones no demostrables

las que serviran de base para demostrar otras
proposiciones siguiendo un desarrollo y un razo-
namiento deductivo. Con Platén (ateniense, 428
a 347 6 348 a. de JC.) nace un movimiento cien-
tifico-filosofico en su Academia en cuyo frontis
se leia: »No entre aqui si no eres gedmetra«.

Fue discipulo de Socrates y maestro de Aris-

toteles; para €l la Matematica debe estudiarse
con el {inico objeto de saber mis y no con una
finalidad practica o utilitaria. Para Platon las
[ - construcciones geometricas deben hacerse sin
] mas instrumentos que la regla y el compas,
l_ incluso los antiguos problemas de la cuadratura
E del circulo, la triseccion de cualquier angulo y
la duplicacion del cube. ;
Euclides (—330 a —227), Arquimedes de
Siracusa ( —287 a —212) y Apolonio de Pérgamo

(¢ —260 a —2007) son los tres geometras de la
Antigua Grecia que cimentaron nuestra geome-
* tria que trataremos en seguida y que se basa
en lo que historicamente se cofioce como 5° POs-
TULADO DE EUCLIDES: Ypor un punto situade
fuera de una recta se puedé trazar solo una pa-
ralela a ella«.
Existen otras Ygeometrias¢ que no aceptan
“este postulado euclidiano sino que aceptan otros
principios y postulados que dan origen a las
llamadas »geometrias no-euclidianas« o »hiper-
. bolicas« como las creadas por Lobatschevsky
(Nicolas Ivanovitch, ruso, 1793-1856), Juan
Bolyai (hungaro, 1802-1860) y Bernardo Rie-
mann (aleman, 1826-1866).
Pero nosotros en el desarrollo de este Libro
estaremos plenamente de acuerdo con Euclides

~ desde la €poca en que vivio este insigne matema-
tico griego. ;

En la Historia de la Ciencia Matematica
tienen vital y notable i m’p_t_)rtanci_a los conocimien-
tos de los hindies y de los babilonios 2 mil a 3
= mil afios antes de Nuestra Era. De los babilo-
" nios hemos heredado hasta nuestros dias el
. sistema sexagesimal, cuyo ntimero basico es el
. 60. Una de las grandes ventajas de este sistema

. es el tener 60 diez divisores enteros: 2, 3, 4, 5. 6,

a pesar de haber transcurrido mas de 23 siglos

divisores: 2 y 5. Como ejemplo del sistema
sexagesimal esta la medicién en grados; minutos
y segundos, como, asimismo, el ealculo horario
en horas, minutos y segundos. Ademas, tanto
los hindiies como los babilonios resolvian ecua-
ciones ' cuadraticas y otros conocimientos que
fueron divulgandose de Babilonia, India, Arabia
y Greeia hasta llegar a Oceidente a traves de
siglos. Se cree que los griegos fueron muy bue-
nos sistematizadores y compendiadores de la
cultura desarrollada por pueblos que existian
entre el Eufrates y el Tigris.

2. CONCEPTOS PRIMARIOS

Existen algunos conceptos primarios o funda-
mentales en Geometria que no se definen y que
hemos adquirido en nuestras actividades diarias
por intuici()n.‘Entre estos conocimientos basicos
estan el punio,:‘la recta, el espacio y el plano.

Un punto es esto - o esto *; podemos decir
que la punta de un alfiler es un punto, que una
estrella es un punto en el Universe, que la inter-
seccion de dos J-‘rayitas“ determinan un punto,
ete: : -

Los puntos los designaremos con letras
mayusculas. Asi tendremos un punte A, un
punto P, etc. Pero todes ellos son adimensiona-
les, es decir, no tienen tamano y, por lo tanlb, no
tienen ni largo, ni ancho ni alte. El punfo solo
tiene posicion, o sea, ubicacibn con respecto a
nalgot.

Si se pide marcar un punto P en la pizarra
o en el cuaderno, el problema tiene infinitas
soluciones. Por esta razon y para evitar la inde-
terminacion y fijar la posicion de un punto se
hace necesario indicar algunas condiciones.

Por ejemplo: A) marque en una hoja de su

‘cuaderno un punto que esté a 3 cm del margen

de la izquierda. ;Cuéntas soluciones existen?
B) marque en su cuaderno un PURID que este a
2 c¢m del borde inferior. ;Cuantas soluciones
encontr6?*C) Marque en su cuaderno un punto
que sifnu[{éﬂeqm'enfe esté a 3 cm del margen
izquierdo y a 2 cm del borde inferior. ;Cuintos
puntos reuncn estas dos condiciones al mismo
tiempo? D) Marque en su cuaderno un punto
que esté a 3 cm de otro punto fijo P dado. ;Cuan-
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tos puntos encontr6? E) Indique aproximada-
mente con la punta de un lapiz un punto que esté

a4 metros del pizarrén, a 3 metros de la pared

de la ventana y a 1,5 metro del suelo.

Estos e¢jemplos y muchos mas hacen ver
que para fijar la posicién de un punto debe darse
un »sistema de referenciat respecto al cual se
le debe ubicar, o bien, deben indicarse las condi-
clones necesarias y suficientes que eviten la am-

bigiiedad de su ubicacién o de su posicion.

- 3. LINEA

Cuando un punto se traslada cambiando en
cada instante su direccion se engendra una

LiNEA CURVA (Fig. 3) y si el punto se traslada sin

cambiar de direccion se engendra una LINEA

RECTA o simplemente una RECTA (Fig. 4). Una
recta se designa generalmente con una L o R.
LINEA MIXTA es la que esta formada por bartcs
rectas y otras curvas (Fig. 5).

LR LR S
cmanen ..
L] 7 ..'0." "a...
.n st .

- L]
*tan generrt -

Fig. 3 =

4. ESPACIO =E
En general llamamos espacio a todo lo que nos
rodea, donde nos desenvolvemos para efectuar
nuestras actividades diarias, etc. Pero, en Geo-
metria, ESPACIO es el conjunto Universo de esta
Ciencia y en él podemos marcar los puntos,
trazar lineas, dibujar superficies, construir y
ubicar los cuerpos, Podemos decir que elrespacio
geomeétrico E es un conjunto no vacio cuyos ele-
MEnios son puntos. ; ;

Siendo A y B dos puntos del espacio E, al

unirlos puede trazarse por ellos una sola recta -

L (Fig. 6). Por lo tanto, bastan sélo dos puntos

)12(

F'i‘;q.ﬁ
distintos para determinar o dibujar una recta.

En términos conjuntistas podemos escribir:
SiAABEEJ!'L|A€LAaBEL

En cambio, por un punto P del espacio
pueden trazarse infinitas rectas que forman lo
que se llama un »haz de rectast (son rectas con-

chrrentes). (Fig. 7).
L ALl o =P
L“

TR _ i

Fig. 7

5. SUPERFICIE

Podemos decir que »superficie« es el limite que .

separa a un cuerpo del espacio que lo rodea.

~ Distinguiremos la superficie curva y la superficie

plana o simplemente plano.

~ Cuando una recta L se traslada en torno.
a un punto fijo P del espacio apoyandese sobre
una curva C se engendra lo que se llama una

superficie curva (Fig. 8).
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En cambio, cuando una recta L gira en
torno a un punto fijo P del espacio apoyandose
sobre otra recta L’ se engendra lo que se llama

superficie plana o simplemente planio. Se denota .
por (P) (Fig. 9). '

La recta L que se traslada y engendra la
superficie se llama generatriz y la curva C o

recta L sobre la cual se apoya se llama direciriz.

Al considerar y unir dos puntes cualesquie-

ra de una superficie se determina una recta. Si -

todos los puntos de esta recta pertenecen a la
superficie, €sta es plana. No sucede esto en una
superficie curva a excepcion de las generatrices
(recta que engendra la superficie curva).

Los carpinteros y otros Ymaesiros€ para

comprobar si una superficie es plana colocan en

distintas posiciones una regla de »cantot sobre

i

Ia superficie a examinar y comprueban si la luz
atraviesa o no la parte en contacto.

En una hoja de cuaderno o en el pizarron

se puede representar sélo una porcién del plano.

pues éste es ilimitado, infinito.

: Como en la practica lo que mas vemos co-
mﬁnmen_ie’ son porciones de planos reetangula-
res (ulia. pared, una hoja de cuaderno, las tapas
de un Hbr'o, las caras de una caja de fosforos,

etc.), se elige al rectangulo para representar a

un plane, pero que, visto en perspectiva, apare-

ce como un paralelégramo. El plano se denota

~con dos letras mayisculas M y N colocadas

Tespectivamente en dos vertices opuestos, ©
bien, con una letra (P) (Fig. 10).

{P)

semiplanc

Fig. 10

Por lo tanto: plano (MN) = (P).

Semiplano: Una recta divide siempre a un
plano en dos partes y cada una de estas partes
constituye un semiplano. La recta hace las veces

de »frontera® y no pertenece a ninguno de ellos

- (Fig. 10).

Observacion: Los temas que trataremos a
continuacion seran desarrollados ‘en el plano.
Para mayor comprensién consideraremos como
el planc a la hoja del cuaderno o al pizarron v
por esta razon no dibujaremos el plano (P),

_salve cuando sea necesario hacerlo.

‘6. LA RECTA

Se ‘considera formada por un conjunto infinito
de puntos que se prolongan ilimitadamente en
ambos sentidos. '

Ademas de designarla con la lewra L o R
una recta también puede denotarse considerando
dos puntos de ella, por ejemplo A y B, escribién-
dose (Fig, 11): '

-—
rectal = AB=Ac LaBe L

I o

A Brie—

Fig. 11
Semirrecta: cuando se marca un punto P

sobre una recta se obtiere una particion de ella '
compuesta de dos semirrectas y el punto P. El
punto P no pertenece a ninguna de las dos se-
mirrectas y hace las veces de frontera (Fig. 12).

La t >
-]
‘Fig. 12
Rayo: es la recta que parte de un pu_nto..
El punto del cual parte es-el origen del rayo y

) 13(




pertenece al rayo (Fig. 13). Por lo tanto, semi-
recta y rayo son diferentes. Se designa por OA.
Cuando al rayo se’ le asigna una direccion, un
sentido y un tamafio fijo se le llama vector.
- i
¢ A
fag 13

Trazo o segmento: es la porcién de recta
comprendida entre dos puntos de ella. Se denota

_ AB o simplemente con una letra minuscula colo-

cada entre sus extremos. Por ejemplo: trazo
a = AB (Fig. 14).

L : L

A 8

' Fig. 14

Podemos decir, también, que el trazo AB
es la figura geométrica formada por el conjunto
de puntos comprendidos entre A y B, incluidos
los extremos A y B.

La longitud de la distancia correspondiente
entre A y B es la medida del trazo AB. La medi-
da del trazo AB se designa por mAB, o mas
simplemente, por AB. Adoptaremos esta Gltima
notacion. .

Por lo tanto, AB es una longitud y esta re-

_ presentada por un ndmero positivo que es la

medida del trazo AB. :

Luego: dos trazos AB y CD seran iguales
cuando tengan la misma medida, es decir:
AB =CD. ;

Ademis podemos escribir que: AB = BA
yCD = DC.

Resumiendo e insistiendo en los conceptos
anteriores diremos que (Fig. 15): 1)-2)-3)
4)-5)).

1y e ——p  Fig 15
A B
ﬁrccta que pasa por Ay B es
AB. :

e g
El trazo determinado por les
puntos Ay B es AB.

; = a . i
3 A B

La medida del trazo AB es
AB = a (es un namero posiii-
“vo)-

y14(

9 T EEE
El rayo que parte de A (el ori-
gen) y que pasa por B cs’.t.‘_\-ﬁ;

. no tiene limites mas alla de B.

5) e o

A B.

El vector de origen A y extremo

B es A_P:; a di_ferencia del rayo,
la longitud del vector es bien definida y corres-
ponde a la distancia entre el origen A y el extre-
mo B. Esta longitud se designa por | Kﬁ[ Por
lo tanto, un vector es un lrazo dirigido con una
longitud, direccion y sentido bien precisos:
. Ademis, se pueden distinguir: ;
Vertical: es toda recta que sigue la direccion
del »hilo a plomo«. (Recordemos que los cuerpos
en el vacio caen verticalmente.) (Fig. 16 y 17).

Vertical

Fig. 16

Torre “no a plomo' o des-
“ viada de la vertical

Fig. 17

!
Edificio "'a plomo"’

2 Horizontal: es toda recta que sigue la di-
reccion de las »aguas en reposo¢. Por ejemplo,
el agua contenida en un vaso, pero no el agua
del mar o de un rio (Fig. 18).

Horizontal

Fig. 18




~ ' al mismo plano.

Rectas concurrentes: son las que se cortan
entre si y, por lo tanto, tienen sélo un punto
comin (Fig. 19).

LAL = {A]

L

Fig. 19

L!

Rectas concurrentes

Rectas paralelas: son rectas de un mismo
plano que son equidistantes entre si. Al prolon-
- garlas su interseccion es el conjunto vacio:

LiNL = ¢ ;L //L, (Fig 20)

Rectos ~ paralelas

2
Fig 29

Por ejemplo: las lineas del ferrocarril, las
. lineas de un cuaderno de composicion, etc.

* planos diferentes y que al prolongarlas no se
- cortan. Por ejemplo: una recta dibujada de norte
* a sur en el techo de Ia sala y otra de este a oeste
~ en el suelo. '

- 7. POLIGONAL
" Es una recta que se »quiebra¢ periodicamente.”
" Por eso se la llama también linea »quebrada«

3

: .hl;l zigzag (Fig. 21).

Poligonal

~ Una poligenal puede ser convexa o concava.

Poligonal cornivexa: es aquella que al pro-

gar cualesquiera de sus segmentos, toda la
L

3 Rectas coplanares: son las que -pertenecen

Rectas cruzadas: son rectas que estan en -

poligonal pertenece al mismo semiplano (Fig.
22).

12 semi-plano .

p /// o

Polrgo nal convexa

Poligonal coneava o no 'co'izfv.'exa: es aquella
que al prolongar cualesquiera de sus segmentos
no toda la poligonal queda en el mismo semi-
plano (Fig. 23).

2sami~
Fig. 23 12semi-plano

Poligonal cdncava

8 POLIGONO
Es. la figura geométrica en un plano formada
por una poligonal cerrada (Fig. 24).

Fig 24

Poligono

~ Cada segmento de esta poligonal es un lado
del poligono y la interseccion de dos segmentos

vecinos o lados es un zértice de él.

= By yntern
'i_r_-l.eri' g

regidn exterior

Fig-25

El poligono efectiia una particion del plano
en tres subconjuntos (Fig. 25): la regién interior,
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la region exterior y la frontera que esta formada
por los lados del poligono. Entonces:

" {region interior} N {region exterior} = ¢

.~ {regién interior} U {region exterior] U {frontera}=(P)

Dominio de un poligono: es la union del
conjunto »regién interior« con el conjunto »fron-

tera':
Dom = region interior L frontera
Este dominio puede ser convexo o concavo
(no convexo) y de aqui que los poligonos pueden

SET CONVEXOS 0 CHNCavos. ;
Poligono convexo: es el formado por una

. poligonal cerrada y convexa (Figs. 26,27, 28).

.

&S CDom Fig 28
“En estos poligonos el segmento que se de-
termina al unir dos puntos cualesquiera de su
frontera pertenece enteramente al dominio.
Poligono cdncavo: es el formade por una
poligonal céncava cerrada (Figs. 29, 30, 31). :

y

Fig. 29

~ En estos poligonos el segmento que se de--
termina al unir dos puntos cualesquiera de su
frontera no siempre es 'subco_njunm del dominio.
(Mas adelante volveremos. sobre estos poligo-
nos.) ; '

‘9. POLIGONOS ESPECIALES

Segun el nimero de lados que tenga el poligono
recibe un nombre especial:
triangulo = poligono de 3 lados (es la union de
tres segmentos).
cuadrilatero = poligono de 4 lados (es la union
de.cuatro segmentos).
pentigono = es poligono de 5 lados .
exégono o hexagono = poligono de 6 lados -
eptagono o heptagono = poligono de 7 lados
octégono = poligono de 8 lados :
nonagono o eneagono = poligono de 9 lados
decagono = poligono de 10 lados '
endecagono = poligono de 11 lados
dodecagono = polig_ono'de 12 lados
pentadecagono = poligonode 15 lados
icosagono = poligono de 20 lados
Los que no tienen un nombre especial se
designan por el numero de lados que poseen.
Por ej., poligono de 28 lados. '

10. ANGULO

‘Es la figura geométrica que forman dos rayos

que parten de un mismo punto. El punto comun
es el vér;:_'ce del 4ngulo y las semirrectas que lo
forman son los lados de €.

Un angulo se designa con tres letras ma-

yhsculas dejando al medio la correspondiente al

vertice. En la figura 32 e_!- angulo formado se
denota: :
% AOB, o bien, ¥ BOA
B

Fig. 32

a :
i =i
e A

La medida del angulo AOB es un nimero
real. Se indica por m % AOB o, més simplemen-



te, por una letra griega o un ntimero colocado
entre sus lados.
Por ejemplo:
m % AOB =«
mAPOS =x1 3

Fig 33

o} *s
La suma de los angulos AOC y COB se
indica (Fig. 34):
m % ACC +m X COB =m X AOB
0 mas simplemente: |

%X AOB —a +8 A

Fig. 34

.-

Analogamente, la diferencia entre estos. dos
angulos ts;.a =

“Aunque un é_nglilo Ao €5 un poligonq efec-
tia, del mismo modo que éste, una particion
en el plano (P): la regi6n interior, la region
exterior y la frontera. La frontera esti constitui-
da por el angulo, es decir, por los infinitos pun-
tos que estan situados en los dos rayos que par-

ten del origen comin o vertice. Entonces (Fig.
35):

semirrecta OA (1) semi rrecta OB = ¢

— —
rayo OA () rayo OB = {0}

|

franter req ion
i?terior
regién 0 LA“‘”“‘
2 el Lfrontera

exterior

Fig 35

11. TEST DE VERDADERO O FALSO

Coloque dentro de los paréntesis una V si el aser-
i to es verdadero o una F si es falso.
- Las preguntas 1 a 10 se refieren a la figura
1. (No aparecen vectores.)
e A B C .D
Fig. 1
1. ( YAB(C AD
2. ( )ABN AC = AB

5. ( )ABUAG =BG
Sy qayoﬁ_c rayoA_]*).
)AB + BC +CD - AD
YAC DA = BC

e

JCBN CD - ¢
yAB DC = BC
— — =i
yAB( DC = AD
)AB +AC - AR
) Enla Fig. 2: % BOA > % COD

e o — — e

Fig 2

Tyt . = ,
c A

12. ( ) EnlaFig. 2: K:AOB.'.‘l: % COD
13.( ) Un angulo es la union de dos rayos no
‘colineales que tienen el mismo origen.
~ 14. () Angulos congruentes son losique tienen
la misma medida.

M17(




. () Si los lados exteriores de dos angulos
,Que' tienen un lado comin son rayos
opuestos, los angulos son suplemen-
tarios. '

determinan sus ladoes.

17. () Un tridngulo es la unién de tres seg-
mentos. determinados por tres puntos

no colineales.

)y 18(

16. ( )La regién interior de un angulo es la
' interseccién de los dos semiplanos que

18. ( ) Todo plano es un conjunto convexo,
pues al unir dos puntos cualesquiera de
él se obtiene siempre una recta gue per-.
tenece enteramente al plano.

19. ( ) Toda recta de un plano lo divide en dos
semiplanos constituyendo cada uno de
ellos, por separado, un conjunto con-
VEXO0. i :

20. ( ) Todo plano divide al espacio en dos
semiespacios que constituyen cada uno

de ellos, un conjunto convexo.



2: UNIDAD

Circunferencia y circulo. Elementos principales. Tangente y normal a una corva.

12. CIRCUNFERENCIA Y CIRCULO

Definicion: »La circunferencia es una linea curva

cerrada que pcrtcnccg a un plano y cuyos puntos
tienen la propiedad de equidistar de un punto

que se llama centro®. =
En cambie, circulo es la superficie plana
limitada por la circunferencia.

C= circunf. (frontera)

Fig. 1

regidn exterior

También se produce en este caso una parti-
cion del plano en tres subconjuntos (Fig. 1): la
region exterior, la regién interior que es el circu-
lo y la frontera que estd constituida por la cir-
cunferencia. Por lo tanto, debemos insistir que
no ¢s lo mismo arcunferencia, que es una linea,
y circulo que es una superficie.

En este caso el dominio es convexo y esta
formado por la unién de la circunferencia y el
circulo. Designando por G = eircunferencia y

por A = cireulo, setiene:
-a) Dom = {C}U {A} . -
b) S1O = centro, O AAOGEC

13. ELEMENTOS PRINCIPALES (Figs.2y 3)
En simbolos la circunferencia se indica ©®..

Radio: es el segmento que une el centro del

. circulo con un punto de la circunferencia. Co-
_ rresponde a la’ distancia constante a que estan

todos los puntos de la circunferencia del centro.
Se designa por »rd.

Para indicar simboélicamente que se ha di-
bujado una circunferencia de centro O y radio
»re se escribe: @ (O, )6 @ (O, OP).

Arco: es una parte de la circunferencia com-

_prendida entre dos puntos de ella. En nuestro

dibujo se indica EF. Por lo tanto:
EF C © (0,1

Cuerda: es el segmento que se determina al

~ unir dos puntos de la circunferencia. En nuestro

ejemplo, HL es una cuerda.

Flecha o sagita: es el segmento comprendi-
do entre el punto medio de una cuerda y el punto
medio del arco comprendido menor. (Es perpen-
dicular en el punto medio de la cuerda y su pro-
longacion pasa por el centro del circulo.)

‘ Fig.3

Didmetro: es la cuerda mayor. Por lo tanto,
es la cuerda gue pasa por el centro y equivale,
en longitud, al doble del radio. Se le designa por
»d«. Luego:d = 2r. N

Secante: es la recta que pasa por dos puntos
de la circunferencia (la corta en dos puntos). En
£ 3
nuestro ejemplo, la secantees L. = AB.

Tangente: es la recta que »toca a la cir
cunferencia en un unico punto. En nuestro ejem-
plo, la tangente es la recta L’ v el »punto de tan-
gencialCes T, que es el anico punto comin de la
tangente con la circunferencia.
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arco cdapaz

Fig 4

El »radio de contactot es el que une el cen-
tro: con ¢l punto de tangencia y s perpendicular
a la tangente. (Figs. 3y 5). '

Angulo del centro: es el angulo formado por

- dosradios. Por ejemplo. el % AOB_(Figs, 4y5)

_Angulo inserito: es el angulo formado por

dos cuerdas que parten de un mismo punto de la

. circunferencia. Por ejemplo el dngulo ACB (Fig.

5).
Angulo semiinscrito: es el angulo formado
por una cuerda y el rayo tangente en uno de sus

extremos. En nuestro ejemplo es el % BAT o
el % BAT (Fig. 5).

arco capaz

Fig. 5

Arco comprendido por un dngulo: es el arco

que queda entre los lados del angulo del centro
o inscrito o semiinscrito. Este arco se suele lla-

mar también »areco subtendido, que en nuestro

‘ejemplo es el arco AB tanto para el angulo ins-

crito ACB como para el semiinscrito TAB y para
el angulo del centro AOB. En cambio, para el
4ngulo semiinscrito T’AB es el arco ACB (Fig.
5). '

 Arco capaz: es el arco que queda de la cir-
cunferencia descontado el areo comprendide por
el angulo. Por ¢j.:
el arco capaz es el arco ﬁ [o es también para
el dngulo semiinscrito TAB (Flg. 5).

)20(

para el angulo inscrito ACB -

Arcos supletorios: son los que sumados dan
la circunferencia completa. Asi, el arco compren-
dido y el arco capaz de un angulo son arcos
supletorios. :

Sector circular: es la partc del circulo com-
prendida entre dos radios y el arco comprendido

por ellos (Fig. 6).

esrirm,

Fig. 6

Segmento circular: es la parte del circulo
comprendida entre una cuerda y el arce que
comprende (Fig. 6). :

Semicircunferencia: es el arco equivalente

a la mitad de la circunferencia (Fig. 7).

semi-circunferencia

e Fig.
didmetro g4

Semicirculo: es la mitad del circulo ¥, por lo
tanto, la parte del circulo .iro_mprmdida entre un
diametro y la semicircunferencia correspondien-
te (Fig. 7). :

Corona circular o anillo circular: es la parte
del circulo comprtﬁdida entre dos circulos con-
céntricos (Fig. 8). :

- corona — eirculo (O, R) — circulo (O, r)

Fig. 8




=7, T{‘INGENTE ¥ NORMAL A UNA CURVA _ : o
SeaL una secante gue pasa por los puntos P y L
A de una curva C. Al hacer girar esta secante en
torno’ al punto P tomara las posiciones PA’,
PA” .., observandose que los puntos A y P
tienden a confundirse en uno solo. Cuando A

coincide con P la secante PA se transforma en la

- .
tangente PT a la curva en el punto P de ella. De
acuerdo con lo anterior podemos decir que la

tangente en un punto P de una curva es el limite

a que tiende una secante que pasa por él cuando

al girar en torno a este punto los dos puntos de L
interseccion de ‘la secante con la curva coinciden pendicular a la tangente en ese punto de la curva.
en P (Fig. 9). En la figura 9, la normal es la perpendicular PN

Normal en un punto de una eurva es la per- ala tangente P'T.

- 15. EJERCICIOS
1. Designando por C una circu_n'ferencia_ y por L. una recta, completar las siguientes igualdades co-

rrespondientes a cada figura:

/ el
L - §

EpG= e = : LG =

2. Se tienen dos circunferencias C, y. G, Completar las igualdadys siguientes que corresponden '

a cada figura:

)21 (




1

3. Se tienen dos circulos O; A O,. Entonces, en las figuras siguientes “sombree” lo que se pi-

de en cada una de ellas:

0N Oy OU O 0N G

0: N (O 0N 0: o -0 | o =0

) 22(



3 UNIDAD

Medida de los éngulds. Sistema absoluto, sé'xag'esimal y centesimal. Transportador. Clasifica-

ci6n de los angulos. Angulos complementarios y suplementarios. Angulos adyacentes. Angulo

recto. Rectas perpendiculares.

16. MEDIDA DE LOS ANGULOS

~ Sabemos que »medir una magnitud es comparar-
la con otra magnitud de la misma especie que se
elige como unidad de medida®. Por lo tanto, para
medir un angulo se debe eleglr otro angulo qut
se elige como unidad.

Existen para este objeto varios caminos o

PRI T T T T ¢ e e R R W
AL

‘sistemas para la medicion de angulos.

A) Sistema circular o absoluto :

Se puede elegir como »angulo unitario¢ al angu-
lo del centro que comprenda entre sus lados un
arco de la misma longitud que el radio de la cir-
cunferencia. El angulo que cumple con esta

‘condicion se llama un radidn, que lo abreviare-

mos / rad {_Fig. ).

1||.

Fig. 1

Por lo tanto, para medir un angulo en ra-

€l arco de la circunferencia cuyo centro coin-
con el vértice. De este modo obtenemos

=2
% AOB = - (rad)

. La medida de un angulo la expresaremos
pn una letra griega colocada entre sus lados.

- dianes basta calcular las veces que el radio cabe

Entonces, la medida del X AOB en radianes es:

arco 4 o
= — = | « =— (radianes)
y radio r

17. EJERCICIOS

1) En una circunferencia de 50 ¢m de radio se
considera un arco de 75 cm. ;Cuantos radia-
nes mide el Angulo del centro respectivo?
Solucion: Datos:r =50 cm:a = 75 cm.

Incognita: « = x(rad)

75 '
a == = Saﬂf{ = 1,5 (rad)

Obs.: Este ejercicio hace ver que el radian
es adimensional, es un numero abstracto
(sin especie). ;

2) En una pista circular de 40 m de radio se
marca un angule del centro de 2,45 radianes.
¢Cuantos metros de pista mide el arco com-
prendido?

Solucion: Datos: r = 40 m; o = 2,45 rad.
Incégnita; a = x (m)
a =a-r =245((rad) -40 (m) =98 m.

3) ¢Cuinto mide el radio de una circunferencia
si a un angulo del centro de 1,25 (rad) le
corresponde un arco de 50 cm?

= § 50 :
Solucidn:r = £ = =20 — 40 cm

B) Sistema sexagesimal
Es el mas antiguo y conocido.

En una circunferencia se trazan dos didme-
tros de modo que el circulo guede dividido en
cuatro partes iguales (cada una se llama cua--

drante). Por lo tanto, resulta la circunferencia

Fig. 3
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dividida en cuatro partes iguales. Luego (Fig.
3):

arco AB — arco BC = arco CD = arco DA

Entonces, los cuatro angulos del centro son
también iguales, miden lo mismo:

% AOB = x BOC = % COD = % DOA

Cuando se cumple esta igualdad se dice que
cada uno de estos angulos es un dngulo recto.

Cuando dos rectas se cortan formande un
~_angulo recto se dice ‘que son perpendiculares.
Por lo tanto; los dos diametros E y BD son
perpendiculares (Fig, 3). :
*  Si el arco correspondiente a un angulo recto
se divide en 90 partes iguales y se unen los pun-
tos de division con el centro del circulo, se obtie-
nen 90 angulos iguales y cada uno de ellos se

llama »ingule de' un grado sexapesimal¢ o

simplemente »angulo de un gradot. Entonces:
vun grado 'sex-agés_imal es el angulo que le co-
_rresponde un arco entre sus lados igual a la 90
ava parte del arco correspondiente al angulo

recto. ) bien, comparado con teda la circunfe-

rencia se le puede definir como vel angulo cuyo

arco corresponde a la 360 ava de la circunferen-
cia respectivaé.

A veces en ciertas ciencias y técnicas como
la Astronomia, Geodesia, Topografia, -etc., es
necesario medir angulos menores que un grado.
Para esto se usan los submdltiplos del grado lla-

mados »minuto® y Vsegundo® angulares. Asi,

‘cada prado se divide en 60 partes iguales llama-

das »minutos sexagesimalest; a su vez, cada
minuto se divide en 60 partes iguales llamadas
nsegundos sexagesimalest. Se abrevian:
1 minuto sexapesimal — I

1 segundo sexagesimal = 17

Resumiendo tenemos las siguientes equi-

valencias:
1 % recto = 90°
1° =060 = 36007
17 = 60"
: C) Sistema cagi@®mal

Los franceses trataron tambiéen de introducir el

sisterna decimal en la medicion de angulos, pero.

en este sentido no es mucho lo que se ha progre-

Y24 (

sado. Es el sistema sexagesimal el mas tradicio-
nal por su antiguedad ya que era conocido por
los antiguos egipcios y babilonios. En Fisica,
en cambio, es de gran utilidad expresar los angu-

los en radianes. Por ejemplo, Ia velocidad angu-

lar se expre'_sa en radianes/ seg'.

En el Sistema Centesimal el dngulo recto se
divide en 100 partes iguales y, por consiguiente,
»un grado centesimal es el 4ngulo equivalente a
un centésimo de un angulo rectot. Se abrevia el
grado centesimal con la letra »g' colocada como
exponente. Asi, por ejemplo, 28 grados centesi-

_ males = 28%.

A su vez, el grado centesimal se divide en
100 minutos centesimales (cg) y cada minuto
centesimal .en 100 segundos centesimales (ccg).

Por consiguiente:

1 % recto = 1008
12 = 100% = 10000
1% = 100°*

Obs.: Mas adelante demostraremos que un an-
gulo recto mide aproximadamente 1,57 radianes.
Entonces:

1 % recto = 90° = 100° = 1,57 radianes

18. EJERCICIOS

1) Escribir 28 grados centesimales 12 minutos
centesimales 62 segundos centesimales en
una sola €Xpresion numerica,

2) Idem. 21 grados centesimales 2 minutos cen-

" tesimales 69 segundos centesimales.

3)" Idem. 4 minutos centesimales 8 segundos
centesimales.

4) Expresar en grados, minutos y segundos

centesimales 15%, 106.

5) Idem 204%, 078.

6) Expresar 72 grados sexagesimales en radia-
nes.

Resp.: 1) 28.1262; 2) 21°,0269; 3) 0f,0408;
4) 15510760, 5) 20457*80°%; 6) 1,256 rad.

19. MEDIDORES DE ANGULOS

Los aparatos que sirven para medir angulos se

llaman gonicmetras (del griego: gonia =angulo,
metron = medida). El ieodolilo también se usa
para medir angulos. Ambos instrumentos son de




uso corriente en Ingenieria y Topografia para el
levantamiento de planos como, asimismo, por
los astrénomos para medir la altura de un astro,
- etcétera.
: Pero nosotros para medir angulos no usare-
mos aparatos tan complicadoes, precisos y costo-
sos como los anteriores sino quUE TreCUrriremos

un semicirculo de metal, madera o plastico gra-
duado en grados desde 0° hasta 180°. (También
hay modelos circulares que abarcan desde 0°
hasta 360°; como aéimjsmo-lds hay graduados
en grados centesimales desde Of hasta 400F.)

- i B

PO

20 4 &

Fig 4

E Para medir un angulo con este sencillo apa-
rate se hacen coincidir el punto medio M del
diametro del tran_si:»ortadér con el vertice del
4ngulo a medir y el lado MA del angulo con la
direccion MO°. Finalmente, hasta leer con qué
numero de la escala coincide el otro lado MB
del angulo. (En el dibujo: « = 60°.)

. 20. EfJERCICIOS
‘1) Mida el angulo « (Fig. 5).
2) Midael angulog (Fig. 5).

Fig &

3) Mida los angulos «, 8, v del A ABC. Su-
melos (Fig. 6).

Fig 6

al transporiador. Este instrumento consiste en .

del modo siguiente: l

4) Mlda los angulos «, 8, v, & del cuadnlate- :
ro ABCD Sumelos(Flg b

c

A i B

5) En el AABC medir los angulos exteriores
o (se lee: »alfa primad), o”
segunda¢) y o

(se lee: »alfa

k55

(se lee: »alfa tercerat)
(Fig. 6). En seguida, determine la suma
a' +a’’ +a'tdeecllos. :

6) Con la ayuda de un transportador dibujar
un dngulo de 2, :

7) Con la ayuda de un transportador dlbl.IJaI' :
un dngulo que'mida 148°.

8) Dibujar un tridngulo en el cual uno de sus
angulos- mida 20% y otro 110°. Una vez
construido el triangulo determine la medida
del tercer angulo. :

9) Sin usar el transportador ni ningln instru-
mento goniomeétrico, dibujar »a cjo en el
cuaderno o en el pizarrén un angulo de 30°,
de 45°, de 100° y de 150°, Después compro-
bar su medida con el transportador.

21. CLASIFICACION DE LOS ANGULEQOS
Atendiendo a la medida de los angulos éstos re-
ciben distintos nombres: :

[ §
Bl

'Ff'g,é’ :

a) Angulo recto (Fig. 8): es el que mide 90°.

Es comiin en los dibujos indicar un angulo recto

9%‘5_.—_‘
b) Angulo extendido: es el "que mide 180°
(Fig. 9). : _ Fird
B 180° A
g + &
: " )25



A
o

c) Angulo agudo: es el que mide entre 07 y
"90° (Fig. 10).
' Ejemplo: 0° < a-< 90°

B - : I
- s

d) Angulo obtuso: es el que mide mas de
90° y menosde 180° (Fig: 11).
Ejemplo: 90° < § < 180°
e) Angulo ‘coneavo: es el que mide menos
 de 180°.
Por lo tanto, el angulo agudo, el récto y el

Fig. 11

obtuso son angulos concavos (Figs. 8, 10 y 11).

A
A

Fig. 12

f) Angulo convexo®: es el It;ulc mide mas de
180° y menos de 360° (Fig. 12).
Ejemplo: 180° < ~ < 360°
350° A

_—B —3

Eig 13

g) Angulo completo: es el que mide 360°

(Fig. 13).

22. ANGULOS COMPLEMENTARIOS
¥ SUPLEMENTARIOS ‘
1)  Angulos complementarios: son los que su-
man 90°: :
Por ejemplo:
un % de 30° con uno de 60°%; 40° con 20° y
30°%; '
~ un % de 75° con uno de 15°; etc.

2) Complemento de un dngulo: es lo que le
falta a un dngulo para completar 90°. Por
ejemplo:

El complemento de 20° es 70°;

*El nombre de dngulos cdncavas o convexos se refiere
al niimero asociado con la medida del angulo y no al dominia
de su region interior o exterior.

)26 (

Fig, 19

3)

4)

23.

1)

=

3)

4)

5)

6)

¢l complemento de 70° es 20°;
si 0 < 90° el complemento de « es90° —a:

~ etcetera.

Angulos supl‘eménta’ﬁés:. son los que su-
man 180°. Por ejemplo:

un angulo de 60° con uno de 1207%; 50° con
1007 y 30°;

un angulo de 179 con uno de 1°;

un angulo de x° con uno de 180° —x°; etc.
Suplemento de un dngulo: es lo que le falta
para completar 180°. Ejemplo: s

el suplemento de 150° es 30°;

el suplementode 10°es 170°;

el suplemento de « es 180° — w; etc.

EJERCICIOS
Calcular el complemento del angulo que.
mide 62°28°.

Solucion: basta efectuar la diferencia:

~ 90° — (62°28”). Luego:

90° 890609 .
~ | 62°28° “‘ 62°28
luege: 27°32

¢Cual es el suplemento del angulo de
75°48°367’2

Soluctdn: 179°59°60”
= | 75°48°36”
luego: 104°11°247

C_alr:ular el complemento y el suplemento
de 57°17'44”,

Resp.: compl. = 32°42°16”

122°42°16”

supl.

¢Cual es el complemento del suplemento de
145252

" Resp.: 5525

¢Cual es el suplemento del complemento de
de 50°207?

Resp.: 140°20°
Sia < 90°, ;cual ¢s el suplemento del com-
plemento de o ?

Resp - 90° +o



" 24. ANGULOS ADYACENTES

" Si se pide dibujar dos angulos que tengan un
3 :_-_!',ado comin pueden darse varios casos como los
:iﬁdica'd(as en A, B, C o D. Pero, si se agrega la
condicién de que, ademds, los otros dos lados
| estén sobre una misma recta sera solo el caso D
“el que cumple con las dos-céndicioncs. Es este
€aso cl que nos interesa y el que estudiaremos

~ahora.

(D)

Definicion: »Angulos adyace'més son dos
'gulo's que tienen un lado comin y los otros
jos estan sobre una misma recta¢. (También, se
ice que los angulos adyacentes forman un »par
meal«.)

i Tienen la propiedad de ser suplementarios.
Por esta propiedad a estos 4ngulos se les llama
jmbién »angulos adyacentes suplementarios«.)

- Entonces:

o = 180° ;ﬁ

a +48 =180° =
B =180° —«

~ Por lo tanto, en este caso cada angulo es el
ento del otro, es decir, « es el suplemento
Teciprocamente:

ANGULO RECTO. RECTAS
ENDICULARES

tres casos A, B y-C, los angulos « v §
los adyacentes. En A se tiene o > 8,

L.!

al B

(Cla=p

L

en Bes a < @y en Clos dos angulos son igua-
les, 0 sea, el 2 « esigual a su adyacente g.

Anteriormente, ya hemos dicho cuando un
angulo es recto. Ahora podemos decir también
que: vangulo recto es el angulo que es igual a su
adyacente«.

Cuando dos rectas se cortan en angulo recto
decimos que las rectas son perpendiculares. El -
signo 1 significa »perpendicular a«. Por lo tan-
to, para indicar que las rectas L y L’ son per-
pendiculares, se escribe: L 1 L’ (Fig. 15-C).

Si las rectas se cortan en un angulo distinto
a 907, se dice que son oblicugs.

L

Fig. 16

En el dibujo L y I’ son oblicuas, pues
o #= 90 (Fig.16).

26. EJERCICIOS

1) En la figura 1 las rectas L y L’ son perpen-
diculares; del punto de i'nt-ersecc_ién de ellas
sale el rayo L”. Entonces, la medida del
angulo x es: L
A)90° —a
B) 45°
C) 180° -2«
D) o

E) otro valor.

L

Fig. 1

Loerg




2) Si una semicircunferencia se divide en 12

mide:

- A).30° - _B) 20°
(25T D) 12°
E) 18°

3) Marque la proposicion correcta:

de equivalencia. :

B) »ser X « mayor que. X B¢ es una rela-
cion de orden. ;

_C) »ser paralela a« es una relacion de equi-

valencia. ' :

© D) »ser enemigo de« es una relacion de or-
den. _

E) »ser hijo det es una relacién de equiva-

lencia. : .

' 4) Cuando son las 12 M. en Greenwich

(Chile) si su longitud es 71° oeste? :
Solucién: Se sabe que 1 dia = 1.440 min
que corresponde a 360°. Luego, entre gra-

partes iguales y los puntos obtenidos se
unen con el centro, cada angulo del centro

A) »ser perpendicular a¢ es una relacion

(Londres), :;qué hora es en Combarbala

do y grado existe una diferencia de 1.440:
360 = 4 min. '
- Porlotanto,a 71° le corresponden
4min. 71 =284 min = 4h44 min.
Entonces, cuando en Londres es medio dia
- en Combarbala son las .M
5) Un radioaficionagdo de Hanga Ro _
Pascua) desea ‘cdnocer la latitud de este lu-
. gar. Para esto sintoniza la BBC de Londres
'y- encuentra que cuando el Bing Ben esta:
dando las campanadas del medio dia en
Londres en Hanga Roa son las 4 h 45 min.
~ ¢Cudl esla latitud de este lugar? - .
6) Un angulo mide_?spéi'ﬁ’-. Determinar el va-
lor de su complemento y de su suplemento
en grados centesimales'y en radianes.
7) Si dos angulos son a la vez suplementarios
y congruentes, :cuanto mide cada uno de
ellos? : 3

Resp.- 1) A; 2) C; 3) C; 5) (=) 109° latitud oes-
te; 6) compl. = 12!50% = 0,1963 rad; supl.
= 1125507 = 1,7668 rad; 7) 90°. :




4« UNIDAD

Construcciones gcométt‘iéas fundamentales (1° parte). Trazado de paralelas y de perpendi-

culares. Simetral. Bisectriz.

27. ESCUADRA :

En las construcciones geométricas deben usarse
solo la regla y el compas. Cuando se emplean
otros aparatos como la escuadra, cercha, etc., se
habla de construcciones mecanices:

La cercha permite dibujar curvas como

parabolas, elipses, hipérbolas, etc., y su uso es

comtin en los dibujantes de planos (Fig. 1).

Fig. 1 .

cercha

Con la  escuadra se dibuja sin dificultades
un angulo: recto. Hay dos tipos de escuadra: la

“vescuadra de 45°¢ y la bescuadra de 60°«. En

cualquiera de ellas los lados que forman el angu-
lo recto se llaman catetos. El lade opuesto al

angulo recto se llama hAipotenusa (es el lado

mayor). -
2%
7
= 2
L 77
hipotenusa

La vescuadra de 45°¢ (Fig. 2) se llama asi
porque cada uno de sus angulos agudos mide
45°. Ademas, tiene sus catetos de igual medida.

Fig. 3

-

hipotenusa

En la vescuadra de 60°¢ el 4ngulo agudo

- mayor mide 60° (el otro angulo agudo mide 30%)
(Fig. 3). Ademas, la hipotenusa de esta escua-

dra mide el doble que el cateto menor. Entonces, %

eon esta escuadra se pueden dibujar facilmente
los angulos de 30%, 60° v 90°. ;Qué otros angu-

los puede dibujar facilmente con ella? ;Que ot1os
angulos puede dibujar con la escuadra de 45°7

28. PROBLEMA FUNDAMENTAL

Por un punto P situado fuera de una recta L,
trazar la paralela a esta recta (Fig. 4).

P
2
Fig. 4

L

1% construccién: por Traslacion paralela

Para esta construccion se necesita el empleo de
una regla y una escuadra, es, por lo tanto, una
construceion mecanica (Fig. 5). '

Fig. 5

=P Se hace coineidir un cateto de la escua-
dra con la recta L dada.
2°, Se apoya la regla contra el otro cateto.
3°. Se mantiene fija y firme la regla y se

 ‘traslada la escuadra sin despegarse de la regla.

4°. El traslado se efectiia hasta que el otro
cateto coincida con el punto P dado.

5°. Basta, finalmente, trazar con el lapiz,
la recta L’ que es paralela a L. por nraslacién

paralela«.

2aconstruceton: Meétodo del pafafef'ogfamo {rombo)
Es una construccion geomeétrica y, por consi-

guiente, se usa solo regla y compas (Fig. 6).

P c
L x_ v
FI f;
! !

I
[}

3
'

L x
e

= y29(




1°. Se une el punto dado P con un punto
cualquiera A de la recta dada L.

2°. Con centro en A se mide con el compés
la distancia AP y se marca el punto B de modo
queﬁ — ﬁ

3°. Con la misma abertura AP del compas
se hace centro en B y P trazindose dos arcos de
circunferencia que se cortan en C. Es decir: ©
(P, PA) N O (B, PA) = (C}).

4°. Al unir P con C se obtiene la paralela
pedida.

32 construccion
Usando solo la escuadra y trazando una direc-

triz D auxiliar. La directriz puede coincidir con

la hipoEenusa de la escuadra o con un cateto

1

i
Fg. 7

-

e e
{ag

A

S LR i

42 construccion
Método del trapeclo 1sosceles (Flg 9).

i

A e
- 1) Se elige un punto O de la recta L y se
dibuja la semicircunferencia de centro O y radio
OP, la cual determinari el didmetro AB.
2) Con el compas se mide AP que se aphca
desde B lo que determina C.
3) PCes la paralelaa L por P.

)30(

29. PROBLEMA FUNDAMENTAL
En un punto P situado en una recta L trazar
la perpendicular a la recta en este punto (Fig.

10). -

Fig. 10

7,
2,
27,
7,

b

ITTITTTT

(7

P
12 construccion meednica
Solo basta la escuadra.

1) Sc_hace coineidir un cateto de la escuadra
con la recta L de modo que el vértice del angulo
recto coincida, a su vez, con el punto P (Fig. 10).

2) Conseguida estas dos coincidencias el
otro cateto nos da la perpendicular en P.

2% construccion (geomeétrica): con regla y com-

pas (Fig. 11).
X
Fxg 7l
t— K— : .
A P B

1) Con centro en P se marca con cualquier
radio (abertura del compas) des puntos A y B
equidistantes de P, o sea: '

PA = PB.

2) Con un radio un poco mayor al anterior,
s¢ hace centro en A y B dibujandose dos arcos
que al cortarse determinan C.

3) Basta unir C con P para obtener la per-
pendicular pedida en P a la recta L.

' 39. PROBLEMA FUNDAMENTAL

Desde un punto P situado fuera de una recta L,
trazar la perpendicular a esta recta (Fig. 12).

Fig. 12




12 construccion:
Solo basta la escuadra. :

Se hace coincidir un cateto de la escuadra
cen la recta Ly, al mismo tiempo, el otro ecateto
con el punto P (véase figura 12).

22 construccion:

Con regla y compas (Fig. 13).

xP-

>
.1

1) Con centro en P y una conveniente aber-
tura del compés se corta la recta L en dos puntos
A yB. .

2) En seguida, con el mismo radio anterior,
u otro mas chico, y con centro en A y B se dibu-
Jjan dos arcos que al cortarse determinan el punto
G 2]

3) La recta que une P con C es la perpen-
dicular pedida.

31. PROBLEMA FUNDAMENTAL

Trazar la simetral de un trazo dado AB = a
(Fig. 14).
L
Fig. 14
clo _

L i L '}

T L] 1] ¥

A M 8

. Definicion: Simetral de un trazo es la per-

pendicular en su punte medio.

71* construccion (aproximada); con compas y
escuadra. e

1) Se hace centro en A y B con una abertura
del compds tercana o aproximada a lo que se
estime sea la mitad del trazo AB, con lo cual
se determina un trazo CD mas pequefio que AB.

2) En seguida, se marca »a ojo¢ el punto.
medio del trazo CD que también lo es del AB
(Fig. 14).

3) Se traza con la escuadra la perpendicular
en M tal como se hizo enel (29-1).

22 construceton: con regla y compas (Fig. 1 5),
‘ E

XcC

Eig. 15 i( D

1) Con una abertura del compas un poco
mayor que la mitad del trazo AB, se dibujan dos
arcos de centro A y dos arcos de centro B cuya

interseccion determinan, respectivamente, los

~ puntosC y D.

3) La union de C con D es la simetral L del
trazo AB. Por lo tanto se tiene:

MA =MB y L_LAB

32. PROBLEMA FUNDAMENTAL
Dimidiar un trazo dado AB. (Dunidiar un trazo

‘consiste en determinar su punto medio, o sea,

dividirle en dos partes iguales).
Solucién: Puede recurrirse a la 1° construc-
cion del problema’ anterior (31), que es mas ra-

pida y practica, o bien, a la 2° construccion que

€S MAs exacta. .

33. PROBLEMA FUNDAMENTAL

Trazar geometricamente la bisectriz de un an-
gulo. :
Defintcion: Bisectriz de un angulo es la

recta que lo divide en dos partes igﬁa!es, (El ver-

bo correspondiente es bisecar o bisectar.)

1° construccion: con regla y compas.
1) Se dibuja cualquier arco AB de centro en
el vértice del angulo (Fig. 16).
~2)Con la misma abertura del compas u

" otra distinta se trazan dos arces del mismo radio

)31




E
3

. Es decir: -

Fig 16

de centro A y B; su interseccion determina el
punto C.

3) El rayo OC es la bisectriz del % AOB.
5

A AO0C = x BOC = & =g

Obs.: ver ejercicios A, By C de pag. 128.

)32(

27 construccion: solo con la escuadra.
- 1) Se hace OA = OB (Fig. 17).
2) Seune A con B. .
3) Desde O, con la escuadra. se traza la
‘perpendicular a AB. Esta perpendicular es la
bisectriz del x AOB.,
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5 UNIDAD

Construcciones geométricas fundamentales (2* parte). Adicion y sustraccion de trazos. Co-

piar angulos. Adiciony sustraccion de angulos. Division de un trazo.

34. PROBLEMA: SUMAR TRAZOS
Dados dos trazos »ad y »b« construir un trazo
PxA etiuivalent-e a la suma de ellos, es decir:

x =a—+b.
b

Fig.1

Solucion: A partir del origen O de un rayo

" | y con la ayuda de un compas, se copia a =0A
| ya continuacion b =AB (Fig. 1).

 Resulta: OB =OA +AB = x —a +b

35, PROBLEMA

Dade un tridangulo ABC de lados a, b, ¢ determi-
nar geomeétricamente un trazo »x¢ equivalente
a su perimetro. (El perimetro de una figura es la

suma de todos sus lados.)

Fig 2

A _c B

Solucign: A partir del origen de un rayo se

copian, sucesivamente, los lados del tridngulo

- (H agalo usted).

36. PROBLEMA: RESTAR TRAZOS

Dados dos trazos 2a¢ y »b¢, siendoa > b, de-
teg‘minar el trazo »x« equivalente a la diferencia

de ellos tal guex=a —b.

e = e e o e — — e e ~u

1

Fig. § } =
-0 3 X B.—_b ___.',A

~ -Solucion: Se copia en un rayo O el trazo
a =OA al cual se le restab =K§(Fig. 3).
Resulta: OB = OA ~AB

. x=a-b

37. PROBLEMA
Dados tres trazos a, b y ¢, determinar un trazo
»x« tal que x =3a +2b —c.

h—-—---—--aa———--Al : ¢

| l.._...._z b ——=—=B;

i a a a ; b :
:_ : i T ¥ = T T B
o o S R T e |

i
Fig:d
Solucién:  OA =3a, AB = 2b,

BC = c, resulta OC = x (Fig. 4)

38 PROBLEMA
Dado un trazo »a« dividirlo en dos paries igua-
les.

Solucion: Basta trazar la simetral (segiin
31). Si AB =aresulta MA =MB = % a(Fig. 5)
S
i I i
P 1 of e
iC M 1D
S I i
- 4 I I |
.
X i Fig. 5
I X *

39. PROBLENM A
Dado un trazo »a« dividirlo en cuatro partes
1guales
Solucion:
1) se traza la simetral de AB (segun 31). _
2) se traza la simetral de cada mitad, resul-
tando: AC = CM = MD = DB = & (Fig. 5)

40. PROBLEMA
Dividir un trazo en tres partes iguales.

Solucién: 1) Se forma un angulo con vértice
en A (oen B) (Fig. 6).

2) Sobre el lado libre AL se aplica una uni-
dad (puede ser 1 cm o una abertura conveniente
del compds) tres veces. '

3) El ultimo punto E se une con ¢l otro ex-
tremo B del trazo dado. :

)33
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/ Sl : - se corta el arco de centro O’ desdeA’ con lo que
A / P 8 se determina el punto B’.

'1\ £ : 4) Se une finalmente, O’ con B?.
\\\/ : : > Resulta: X A’O’B’ = X AOB = . _
N “IL Solucién: con el transportador. (Ha-
_ > galo usted). :
™~
; i

43. SUMAR ANGULOS

~ GEOMETRICAMENTE
: Dados los angulos « y 8, determinar el angulo

Fig. 6

4) Por los otros puntos (1 A 2) se trazan las : ;
ety 3 _ equivalente a la suma de ellos; es decir: « + 3.
paralelas a EB, por el método del paralelogramo. :

Resulta: AC = CD = DB = 5 (Fig. 6)

41. PROBLEMA
Determinar las % partes de un traze dado »at.

B

»*
!
’
A c/ B
“'\\ ‘
v
1 : I
s ’,f Fig. 9
: 3™ /]
- b
Fig 7 "2\.\ ’f
E
=~
\'\

Solucion: 1) Se ferma un angulo con vertice
en A y sobre su lado libre se aplica una unidad
(una abertura del compas) cinco veces (Figa 7).

2) Se unen los extremos By E.

3) Por el punte »3¢ se traza la paralela a
EB (por método del #).

A AR
Hemlaat = 0 *arcos entre los lados de los angulos dados y en el

Solucion: 1) Se dibujan, con un mismo radio,

origen del rayo O donde se van a sumar (Fig. 9).
2) Se copia el angulo « = % A'OB’ y a
continuacion 8 = x B’ODY.
Resulta: % A’OD’ =« + 8

42. COPIAR UN ANGULO
Copiar un anguloe dado «.

Bl
Fie. 8

44. RESTAR ANGULOS
Dados dos angulos « y 8, restarlos siendo

Lo > 3.

(o] A

I. Solucion: 1) Se traza un rayo O’L (Fig. 8). . B
2) Se dibuja un arco AB entre los lados del

angulo dado y con el mismo radio un arco de cen-
tro O’. ;

3) Con el compas se mide la cuerda AB co- :
o~
rrespondiente al arcoe AB y con esta magnitud

) 34 . -0 A




Fig. 10-a

1) Con el mismo radio se dibujan arcos de
centro O, O y O” (Figs. 10 y 10a).
~ .2)Se copia @« = % A’OB’ al cual se le
resta g desde B’. :
Resulta: x AOD’ = —8

45. PROBLEMA
Triplicar la medida de un édngulo « dado.

Fig: 11

: Solucion: 1) Con un mismo radio se dibujan
arcos entre los lados del angulo dado y en el
origen del rayo donde se va a copiar (Fig. 11).

2) Se mide con el compas la euerda AB y
esta abertura se la aplica tres veces consccutivas
a partir de A’ de modo que:

AP =BC = €D = AB
Resulta: % A’O'D = 3 o

46. Dibujar un triangulo y sumar geomeétrica-
‘mentesus tres angulos.

47. Sumar los cuatro angulos interiores de un
cuadrilatero cualquiera.

48. Dados tres angulos «, 3, v determinar un
‘angulo »x¢ tal gue:
X =3:a +8 =2 .5

OBSERVACIONES

1) En un Sistema Cartesiano de Coordenadas
(Sistema Ortogonal) un angulo esta ubicado en
posicion normal (o ¥standard«) cuando su vertice
coincide con el origen del sistema; teniendo su
lado inicial coincidiendo con el semicje positivo
de las abscisas (o semieje de las X) y el lado

termmal en uno de los cuadrantes del Sistema:

-

Y 4 -
&

(Fig. 12).

lado Inicral

pY

Fig. 13

x —P X

)35¢(



2)Un angulo pertenece al- cuadrante en

que queda su lado __férminai estando el éri_gulo-

en posicion normal.
De esta manera:
o € 1% cuadrantepues 0° <o < 90°
B € 2° cuadrante pues 90° < g < 180°
v € 3° cuadrante pues 180° < y < 170°
& € 4° cuadrante pues 270° < § < 360°

3) Angulo cuadrangular (o cuadrantil): es el

que mide 0°, 90°, 180°, 360° y todos los dngulos
‘que son multiplos de 90°. Por lo tanto, un angu-
_ lo « es cuadrangular cuando mide:

a =n-90"siendon € Z_

FEyercicios:

a) ;Puedesern =0,n =10, n = —5?

b) . Puedesern =1,5?

€) ¢A qué cuadrante pertenece el 'z'mgulo' de

" de90°? : '

d) ¢Puede decirse que un angulo es cuadrangu-
lar cuando sus lados coinciden con los semi-
ejes del Sistema Cartesiana?

4) Angule positivo: es el que se engendra
cuando el lado terminal gira en el sentido anti-
horario (sentido levogiro). Angulo negativo es
¢l que se engendra cuando el lado terminal gira
en ¢l sentido horario (sentido dextrégiro).

o

Jadb inicial X

}36(

Los angulos «, 8, v, o dibujados anterior-

mente son los cuatro positivos; en cambio, ¢ s

un angulo negativo (Fig. 16).

5) Angulos cotermuinales: son dos angulos
de distinta medida que tienen el mismo lado ini-

cial y el mismo lado terminal (Fig. 17).

lado frcial .

Fig. 17

EJERCICIOS
1) « =20°A8 = —340°. {Dibgjelos y marquelos!

2) « =20°A8 = +380°. Dibujelos y marquelos!

3) «= —20°A8 = —380°. ;Dibujelos y marque- .

los! -

4) « = —20°A8 = +340°. ;Dibijelos y marque-
los!. '

5) ;Cuales de los siguientes angulos son coter-
minales entre si? :
t¥1 =1_25° i @ =955 ;g =-—235°

6) ;Cuales de los siguientes angulos son coter-
minales entre si?

B~ —725° o B, =1215" 1 gy —585°

7). ¢Cuales de los siguientes angulos son cua-

drantiles?
o =2160° ; B =-3240° . ~ =3180°

5 = —1440°




6 UNIDAD

Definicién. Axiomas. Postulados. Téoremas.

49. DEFINICION
* V3 hemos usado varias veces el termino defini-
cion y ahora podemos decir que Yes una propo-

sicion en la cual se enuncian las propiedades o.

caracteristicas del definido« (objeto abstracto o @

concreto).
Es fundamental que las definiciones sean
claras, completas y lo mas breve posible.

59 AXIOMA
»Es una verdad evidente por si mismat.

Veamos algunos ejemplos:

A) »El todo es mayor que cada una de sus
partest. =

Asi: a) Si un fundo se divide en cuatro par-

. celas, es obvie que cada parcela es menor que

todo el fundo. :
b) El peso de una rueda de un automévil es
menor que ¢l peso de todo el automévil.

¢) 1 ceatimetro es menor que 1 metro.

B) »La suma de las partes es igual al todo«.
Por ejemplo: a) El conjunto de todas las
piezas de un rompecabezas es igual al rompeca-

. bezas.

: b) La suma de todas las provincias chilenas
& esigual a todo el territorio de nuesira patria:

() »Toda cantidad ‘es igual a si mismat.
- (Reflexividad.)

: D) »Una cantidad puede reemplazarse por
. otraigual¢.

p Por ejemplo: 1 metro puede sustituirse por
100 cm.

Sia +x =180°Ax =8 = « +8 =180°

E) »Dos cantidades iguales a una tercera
" son iguales entre sit.
Por ejemplo:

1 metro = 100 cm .
} =100cm = 10dm

I metro = 10dm
Sia =30°A30° =8 = « =8

Las relaciones que cumplen con este axio-
a se dice qué son transitivas y la propiedad se
na transitividad, :

F) »81 a cantidades iguales se les suma, res-

_ta, multiplica o divide por cantidades iguales,

los resultados son tambien iguales«. (En la divi-

sion el divisor debe ser distinto de cero.)

{ 100 =60 +40
30 =30
~ 100-£30 =60 +40 +30
130 =130
[ 100 =60 +40
30 =30

100 —30 =60 +40 —30
70 =70

51. POSTULADO
»Es una prﬁpos‘icién que se acepta sin demostra-
cion«. :

Por ejemplo: i

1) »Dos triangulos son congruentes cuando
tienen iguales dos lados y el 4ngulo comprendido. .

_ por ellosic,

2) »Dos tridngulos que tienen dos angulos '
iguales son semejantes¢.

3) Si dos puntos de una recta estin en un
plano, entonces la recta pertenece al plano.

4) Existen por lo menos ires puntos de un
plane que no son colineales. . 5

5) Existen por lo menos cuatro puntos en el
espacio giie no son coplanarios.

6) Si una recta no pertenece a un }‘)lano, en-
tonces la interseccién deé ambos es maximo un
punto.

7) Tres puntos cualesquicra no colincales
determinan un plano.

8) Por un punto pasan infinitas rectas.

9) Dos rectas al cortarse lo hacen maximo
€n un punto:

10) »Por un punto fuera de una recta puede

trazarse solo una paralela a ellac.

- Este dltimo postulade, que ya vimos al co-

“mienzo de este libro, se conoce como 5° Postula-

do de Euclides y es la base de la Geometria
Euclidiana.
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Aceptado este Postulado se puede demos-

trar una serie de proposiciones ‘que, una vez

probada su validez, son aceptadas como verdade-
ras. A estas proposiciones que para aceptarse
como ciertas debe probarse su validez se les llama
Teoremas.

Por lo tanto, los teoremas deben probarse
y para ello es conveniente seguir un orden:

I) La Hipétesis (se abrevia Hip. o H.). Esta
parte esta formada por lo que se sabe o por
los datos 1ndicados en el enunciado del teo-
rema.

ID) La Tesis (se abrevia Tes. o T.). Esta forma-
da por lo que se va a probar.

1) La Demosiracion (se abrevia Dem. o D).

Es la parte mas dificil ya que para probar la

validez del teorema debe razonarse recu-

rriendo a definiciones, a axiomas y a teore-
mas demostrados anteriormente.

En las demostraciones que haremos desde
¢ste momento, en lo posible, distinguiremos estos
tres pasos y seguiremos el orden indicado. Cuan-
do no sea necesario escribir la Hipétesis la omi-
tiremos o la dejaremos en forma tacita.

Ademés, como frecuentemente en la demos-
tracién de un teorema tendremos que recurrir a
teoremas ya demostrados con anterioridad, le
asignaremos a cada teorema un ndmero romano
con el objeto de facilitar la escritura y el orden
en el razonamiento a seguir.

Nuestro razonamiento sera esencialmente
deductivo que es tipico de las Ciencias y, sobre
todo, es basico en la Geometria. En el método
deductivo se relacionan y encadenan conocimien-
tos ya adquiridos y verdaderos para obtener,
por medio de un razonamiento- légico, nuevos
conocimientos. En el caso concreto de la Geome-
tria obtendremos nuevos teoremas.

32. OBSERVACION

Hay autores que no hacen distingos entre axio-
mas y postulados considerando a todos como
axiomas. Creo que existe una diferencia entre
estos dos términos ya que, para mi, los axiomas
vienen a ser verdades de »perogrullo¢, es decir,
demasiado evidentes para dudar de su validez.
En cambio, »los postulados son verdades que se
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proponen y se aceptan sin discutir ‘su validez«,
Asi, »no cabe dudas de que el todo es mayor que

_cada una de sus partes«..En cambio, el famoso

5° Postulado de Euclides no es tan evidente y de
su no aceptacion o negacion nacieron las geome-
trias no-euclideas de Lobatschewsky y de otros.

Aun algo mds. Supongamos que con las

cartas de un naipe (elementos de un conjunto)

deseamos sacar un dsolitario®, jugar al »pokert«,
a la brisca u otro juégo que pueda desarrollarse
con el naipe. Para esto necesitamos conocer,
primeramente, el juego al cual vamos a dedicar-
nos y, en seguida, establecer las _ﬂreglés del jue-
go¢ indicando lo que es licito hacer con las car-
tas y lo que no debe hacerse. :

En Matematicas (y en otras Ciencias) a
estas »reglas del juego« se les llama postulados
y deben aceptarse sin demostrarlos; son como
reglas particulares que serviran de base a un
sistema que se construira a partir de ellos. Los
postulados son como axiomas que se aplican a
materias mas restringidas o especificas. En cam-
bio, ¢l axioma en si es mucho mas general o uni-
versal.

53. TEOREMA I
»Los angulos opuestos por el vértice son iguales
entre si«,

Definicién: »Dos angulos son opuestos por
el vertice cuando los lados de los angulos se for-
man prolongando los lados del otro, es decir,
sus lados son. colineales« (Sus lados son rayos
opuestos.) '

H.) @ y 8 son angulos opuestos por el vertice
(es lo que se sabe).
T.) G 8 (es lo que se quiere probar).

D.) Se sabe que:
@ +v =180° (pues son X% adyacentes)
B +vy =180° '

(igual motivo)

a+y =8 ++ (por Ax: E)



Si en ambos miembros se resta 5 se obtie-
e ' ' '
a =f (envirtudAx. F)
En la demostracién de este sencillo teorema
_ nos hemos basado en una definicion (la de angu-
los adyacentes) y en dos axiomas (el E y F del

N° 50).

54. TEOREMA Il
vLas bisectrices de dos angulos adyacentes son
perpendiculares entre si¢. ;

f H.) oy son angulos adyacentes.
I’ es bisectriz de «
: L’? es bisectriz de 8

T el b

. D) « +§ =180° (son % adyacentes)

24’ +24 = 180° (sedivide por 2; Ax.F)
s s

55. TEOREMA IIT

»Los angulos interiores de un tridngulo suman
180°¢ (se dice también: »dos rectos¢ en vez de
180°).

C

A _ 8
.) &, 8, v son dngulos interiores del AABC
F) o +8 +v =180°

).) (Por ahora daremos una prueba intuitiva;
~ mas adelante, en ¢l Teorema xiv se da una
demostracion racional).

8i se tiene un lapiz OP con la punta hacia
la derecha y se le hace girar en torno al extremo
O de modo que el extremo P qué_dc a la izquierda
en P’, el giro del lapiz ha sido en 180°. Recuerde
este giro pues lo aplicaremos en el A ABC:

1°. Se coloca el lapiz OP en la posicién de
la figura 1y se lo hace girar en torno a A hasta
deseribir el angulo or. :

2°. Una vez que el lapiz coincida con la
direccion AC se »Mcorre¢ sobre este lado hasta
que P coincida con C (Fig. 1).

A : B
3°. Se hace girar el lapiz en torne a ( des-

cribiendo el angulo .

4° Se corre« el lapiz sobre el lado CB
hasta que O coineida con B (Fig. 1), ;




~ 5°. Se hace girar el lpiz en torno a B des-

~ cribiendo el dngulo B quedando el lapiz en la

- posicién OP’, indicada en la Fig. 1v.

Se observa que con estos tres giros SUCESIVOS

el laplz describi6. un dngulo de 180 pues quedo i

~conla punta hacia la iz qumrda

40
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72 UNIDAD
El triangulo. Clasificacién. Distancia entre puntos y rectas. Elementos principales y secunda-
" rios de un triéngulo_..A_lturas, simetrales, bisectrices, transversales de graveciad, medianas y

radios. Circunferencia circunscrita, inscrita y ex inscrita al tridngulo. Incentro y circuns-
centro. ' '

56. EL TRIANGULO: ;
Ya sabemos que es un poligono de tres lados.
Existen varios tipos de tridangulos y pueden cla-
sificarse de acuerdo a sus lados y de acuerdo a
sus angulos.

A) Segiin los lados:

A escaleno (los 3 lados desiguales)

L et S T s i LA a1

A isbsceles (2 lados iguales) : A : B

A equilatero (los 3 lados iguales) j
Como los tres 4dngulos suman 180°, cada.

i

angulo de un tridngulo equilitero mide 60°.

B)  Segiin los dngulos:

' A acutangulo (los 3 % son agudos)
A obtusingulo (tiene un % obtuso)
A rectangulo (tiene un X recto)

A B : ' c

A escaleno: es el que tiene sus tres lados

- desiguales (1)
Cc

A ' B
A acutdnpulos es el que tiene sus tres an-

gulos agudos (1v):

a <9° B <90%; v < 90°
£

A isosceles: es el que tiene dos lados igua-
es. En este tridngulo los lados iguales se llaman
simplemente lados y el lado desigual es la base.

Entonces (1):

T e - A B

AC =BC (lados del A isosceles). - _ _

Eébasedél-ﬂfisésceles_., A obtuséngulo: es el que tiene un angulo
obtuso (uno cualquiera de ellos) (v):

A equildtero: es el que tiene sus tres lados 180° > & > 90°

iguales. O sea (1m1):
E - Ol ¢Puede un triangulo tener dos dngulos eb-

KE —BC —AC : tusos?
: : )41 (




vI

\c atetos

L] hipotenusa
A B

A rectingulo: es el que tiene un angulo
recto (Vi): '

Como los tres angulos interiores suman
180°, quiere decir que los dos 4ngulos agudos de
un triangulo rectdngulo suman 90°. Es decir:

a =90° —8

i e

O bien: »en un 'triémgulo rectangulo cada
angulo agudo es el complemento del otro«.

Igualmente que en la escuadra los lados
que forman el angulo recto son los catetos y el
lado opuesto al angulo recto es la hipotenusa

. (es el lado de mayor longitud de este triangulo).

Se puede combinar un tridngulo del grupo
A con uno del grupe B y formar, per ejemplo,
un triangulo isésceles-fecténglﬂo, un triangulo
isosceles-obtusangulo, un triangulo escaleno-
rectangulo, etc.

57. EJERCICIOS
1) Combinando un triangulo del grupo A con

un triangulo del grupo B se afirma que los trian-

gulos diferentes que se pueden formar por Ypa-
rejast son: i

A) 9 B) 8
)7 D) 6
E)5 :

2) Dibujar un triangulo isésceles-rectangulo e

indicar la medida de sus angulos agudos.

3) Dibujar tres triangulos isosceles-obtusan-

gulos con el angulo obtuso en diferentes
vertices. ;

4) Dibujar un tridngulo acutangulo-isosceles.

5) Dibujar tres triangulos rectangulos de modo
que el angylo recto este en A, B o C, respec-
tivamente.

58. DISTANCIA ENTRE PUNTOS Y
RECTAS =
Se elige en todos los casos que se presente la

menor distancia.

)42

A) Ya hemos dicho que la menor distancia

(Fig. 1) entre dos puntos es el trazo que los une

(Ax. H). 5

d
A T
B) La distancia de un PUnto a una recta
es la perpendicular del punto a la reeta (11).

P
A
ot
/ ;’
L |
£
AENE]
/
,/ :" d
! e
/ I 11
74 [ SR
3/. ’J
/ !
L Vi i Bl
A B

Sid | L =d = distancia del punte P a la
recta L (menor distancia).
Luego: PA > d; PB > d, etc.

Ll

L 1

C) La distancia entre dos rectas paralelas
es la perpendicular trazada entre ellas (11).

59. EJERCICIOS
1) Trazar la distancia del punto C al trazo
AB (1v). ;

2) ‘Trazar la distancia del punto Q al trazo

MN (v).
Q-




3) Dibujar un angulo agudo y trazar su hisec-

triz. Elegir un punto cualquiera O de esta
bisectriz y trazar desde este punto las diss
tanciasa los iados del angulo.

4) Dibujar un 4ngulo obtuso y trazar su bisec-
triz. Elegir un punto cualquiera O de esta
bisectriz y trazar desde este punto las dis-
tancias a los lados del angulo.

c

A ﬂ B

5) En el triangulo obtusangulo ABC trazar la
perpendicular desde C al lado AB; también
la perpendicular desde B al lado AC (v).

60. ELEMENTOS DEUN TRIANGULO
] vertices
I)  Elementos principales: | lados
' angulos
No puede existir ni dibujarsé un tridngulo
sin estos tres elementos undamcn.tales‘
Los vertices los designaremos con las letras
mayusculas A, B y C; sus lados con las le-
tras mintisculas a, b y c correspondientes a
los vértices opuestos A, B y C, respectiva-
mente. Los angulos interiores con las letras
griegas o, 8, v (Fig. 1).

Fig. 7

A c : B

;II) Elementos secundanios: el triangulo puede

existir sin que se dibujen estos clementos
que son muchos, por ejemplo: alturas, bi-
_sectrices, simetrales, transversales de grave-

dad, medianas, radios, etc. Veremos algu-

nos de estos elementos.

61. ALTURAS DE UN TRIANGULO

Son las perpendiculares trazadas desde un verti-
ce al lado opuesto. (Corresponde a la distancia
desde un vertice al lado opuesto.)

Es mas practico trazarlas con la escuadra.

La altura desde A se designa h, ;

La altura desde B se designa hs;

La altura desde C se designa h..

A c B

Las tres alturas se cortan en un mismo pun-
to H que es el orfocentro del triangulo. (Se dice
también que: las tres alturas concurren al mis-
me punto llamado ortocentro.) Per lo tanto
(Fig-2):

h.NhNh = H

62. TAREA

1) Trazar las alturas de un tridngulo obtusan-
gulo, ;Donde queda su ortocentro?

2) Trazar las alturas de un triangulo rectan-
gulo. ;Tiene ortocentro? =

63. SIMETRALES DEL TRIANGULO
Son las perpendiculares trazadas en los puntos
medios de sus lados.

Se trazan facilmente con regla y compas tal
como se hizoen el N* 31-11.

~ La simetral del lado BC =aes S,
La simetral del lado AC = bes S
La simetral del lado AB =ces e

I

Las tres simetrales concurren a un mismo
punto: que es el centro O de la circunferencia cir-
cunscrita al tridngulo (pasa por los tres vértices).
A este punto se le llama también circunscentro o
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circuncentro. La distancia »r« desde el circun-
centro a cualquiera de los vértices es el radio de
la circunferencia circunscrita (Fig. 3).

Luego: S.n'S; NS = {0}
OA-0B-0C -r
64. TAREA

1) Trazar las simetrales de un triangulo obtu-
sangulo, ¢Donde queda el circunscentro?
Dibujar la eircunferencia circunscrita a este
triangulo..

'2) Trazar las simetrales de un triangulo rec-
tangulo. ;Donde queda el circunscentro?
Dibujar la circunferencia circunserita. ;Cudn-
to mio;ié el radio de‘esta el rcunfc-rehpia?

“65. TRANSVERSALES DE GRAVEDAD
Son los trazos que se obtienen al unir un vertice
con el punto medio del lado opuesto.

Los puntoes medios de los lados del triangu-

lo conviene determinarlos aproximadamente con
el compas (N° 31-1) y, en seguida, unirlos con el
vértice opuesto (Fig. 4).

c

Fig 4

s M =y
La transversal de gravedad de A est, —AM”.
LadeBest, =BM’ ylade Cest. =CM.
Las tres transversales de gravedad de un

tridngulo se cortan en un mismo punto que es el

J44(

centro de gravedad G (o baricentro) del tridn-
gulo.

LAtNL = {G}

M3is adelante demostraremos las propieda-
des del punto G (N” 196). :

66. BISECTRICES DE LOS ANGULOS
INTERIORES

Sabemos que la bisectriz divide a cada angulo
en dos partes iguales v que se trazan ficilmente
con regla y compas.

La bisectriz del én_gulo o €s ba =1ﬁ; la
degesh; = BS y la dey es by —-CT (Fig. 5).

Estas tres hisectrices se cortan en un mismo
punto que €s el centro de la circunferencia ins-
crita al triangulo. A este punto se le llama incen-
tro =O. Para determinar el radio de esta circun-
ferencia se traza la perpendicular desde el
centro O a los lados. Al radio de la circunferen-
cia inscrita se le designa con la letra griega p
(ro) (p =distancia del incentro a'los lados).

- Luego:baN by;N b, = {O}; OD =OE =OF =

7. TAREA :

1) Determinar el incentro de un triangulo ob-
tusangulo; trazar el radio y dibujar la cir-
cunferencia inscrita.

2). Idem, pero para un triangulo rectangulo,

68. BISECTRICES DE LOS ANGULOS
EXTERIORES ;

Como exisien tres angulos exteriores diferentes,

. 'sus bisectrices al cortarse determinan los centros

de tres circunferencias llamadas circunferencias
ex Inscritas (Fig. 6), de eentros O., Qs y O.;



Fig 6

sus radios son r_e_spectivamentc Pay P Y e
Para determinar estos radios se trazan desde
los centros O., O, y O. las perpendiculares a
los lados del triangulo y a sus prolongaciones.

69 TAREA

E 1 una hoja de papel tamario oficio dibujar un
triangulo convenientemente elegido (que no sea
i isosceles ni rectangulo). Determinar en la
misma figura el ortocentro, el centro de gravedad,
el circunscentro, el incentro y los centros de las
ircunferencias ex inscritas. Ademas, dibujar
todas estas circunferencias.

70. MEDIANAS DE UN TRIANGULO
Son los trazos que se obtienen al unir los puntos
medios de dos lados. :

Sl M]_A =MIC‘ MzB =M2C Y MsA ———M:;B
las medianas son: MiM,, MM y MM
Las propiedades de las medianas las demos-

traremos oportunamente mas adelante (N°® 170).

145(




8 UNIDAD

Construcciones gcotﬁét-licas fundamentales (3° parte). Dibujar geométricamente determina-

dos angulos. Triseccion de un angulo (90°, 45° y »otros<).

Ahora tenemos los conocimientos necesarios
para construir geometricamente varios angulos
sin necesidad de emplear el transportador y em-

pleando solo la regla y el compas.

71. PROBLEM A
Dibujar geométricamente un angulo de 60°.

Fio 1

..S'olu.-:iérz: 1) Se traza un rayo OL (Fig, 1).

2) Se dibuja un arce cualquiera de radio

OA.

3) Con este mismo radio se corta el arco di-
* bujado desde A determinandose B.

4) Se-une O 'con B formandose ¢l X AOB =
=607, puesel A OAB es equilatero.

72. PROBLEMA
Dibujar geométricamente un angulo de 120°,

“Fig. 2

o L

Solucion: 1) Se traza un arco cualquiera de-

centro O y radio OA (Fig. 2).

2) Con el mismo radio se corta el arco desde
A y despues desde B determinandose C.

3) El X AOC =120°, pues se {;omponc de
60° +60° =120°.

73. PROBLEMA _
Dibujar geométricamente un angulo de 30°.

) 46 (

“quex BOC =60°.

Fig. 3

- L

., ; 60° o
Solucion: Como 30° = —— | basta dibujar un

‘angulo de 60° =xAOB y. en seguida, trazar la

bisectriz de este angulo (Fig. 3).
Resulta: x AOC = 30°

74. PROBLEMA
Dibujar geométricamente un angulo recto.

%o

Fag. 4

Solucion: Sabemos que: 90° =60° + .'-2—0
Por lo tanto: 1) Se dibuja el K AOB =60° y
el X BOC =60° (Fig. 4).
2) Se traza la bisectriz OD del 2 BOC.
Luego: x AOD =xAOB +2BOD
% AOD = 60° +30° = 90°

75. PROBLEMA

Dibujar geometricamente un angulo de 43°.

- Solucion: 45° = 9‘2}9 por lo tanto, basta dibu-

jar un angulo de 90°, segun el problema ante-
rior (74) y trazar la bisectriz de este dngulo.

‘76. PROBLEM A

Dibujar geomeétricamente un dngulo de 150°,

Solucién: 150° = 180° — %J';

1} Con centro O se dibuja una semiicircun-|
ferencia (Fig. 5).

2) Desde B se corta con el rad_io de rlnodo

%



Fg. 7
3) Se traza OD =bisectriz del x BOC.
ﬁ Resulta: X AOB — zi. BOD = 180° — 30°. =
- 150° o bien: : _ Solucién: Seax, AOB =45° (Fig. 7).
L X AOD = x AOC + % COD = 120° +30° —150°. 1) Se dibuja un arco © (O, OA).
l :Se le ocurre otra solucion? 2) Desde A se corta este arco con-el radio
OA =AC.

77. PROBLEMA ~ 3) Luego, se tiene: % AOC =60° de donde:
'~ Dibijar geomemcamente un angulo de 75°. % BOC = 60° —45% = 15°.
] Solucidn: 75° = ——. Entonees, se dibuja un _ o~

, . 4) Se hace arco BC = BD = DE. porlo tan-
* angulo de 150° {segiin el probl. 76) y se traza Ia . .
" bisectriz. - X BOD =xXDOE =xFOA =15° = 3
' £ Se le ocurre otra solucion?

78. TRISECCION DE UN ANGULO - hoaiba

. : i = = Trisectar cualquier dngulo.
Desde la antigua Grecia han sido principalmente i 9 : g o
Solucidn. La siguiente solucion da resalta-

tres los problemas que han preocupado a los
. ' . L 2 dos bastante exactos (Fig. 8).

matematicos de todos los tiempos: 1) triseccion
del angulo; 2) cuadratura del circulo; 3) dupli-
' cacion del cubo. En la resolucion de estos proble-

- mas debe emplearse sélo regla y compds.

En cuanto a la triseccion de un'éngulo. es
facil resolverla para ciertos angulos especiales
como 90°, 45° y 180°. Fero ha sido imposible
resolverlo en forma general, es decir, para cual-
quier éhgulo‘,

Fig. &

79. TRISECTAR t-’.‘\a" ANGULO RECTO
1) Se dibuja un angulo recto de acuerdo con el
probl. 74. ;

1) Seax LOL. el én‘guj.o a trisectar.
2) Se traza la bisectriz OL’ de este éﬁguio.
3) En O se traza la perpendicular a esta bi-
sectriz y se hace OA =0OB.
. 4) Sé hace CA :._CT3 =AB,

Fig. 6 5) Arco @ (A, AC) determina ) sobre L.
6) Con centro en C y D) se trazan dos arcos
~ 2) Se traza la hisectriz del % AOB =60°; o que determinan E. ‘
tbien, con el mismo radio se corta desde A y desde 7) Al uniic A con E se determina P
E (Fig. 6). i

8) Se hace CP” =CP’.

g Resulta: OP’ y OP” son las trisectrices
80, PROBLEMA delx LOL _y, porlo tanto'?

Trisectar un angulo de 45°. : el 2 LOP” =X P’OP’ =%xPOL’

Resulta:x AOF ng()B =x BOE =30°

Y47

T .



: UNIDAD

Rectas paralelas cortadas por una transversal. Angulns correspondlentes alternos, contrarios

o conjugados, y del mismo lado de 1a transversal o colaterales. Angulos de Ia misma naturale-

za y de distinta naturaleza. Demostracion indirecta o por reduccién al absurdo. Angulos de

‘lados paralelos.

82 RECTAS PARALELAS CORTADAS
POR UNA TRANSVERSAL
Para ir acostumbrandonos al alfabeto griego
usaremos las letras: ;

« = alfa; 8 - beta; vy = gama; 6 = delta;
¢ = éepsilon; ¢ = fi; @ = omega; n = eta;

p =TO; p = mMu; T = pi, ete.

Sabemos que L’//L” y que L es la trans-
versal o secante, es decir, que corta-a las dos pa-.
ralelas (Fig. 1).

i 7 n

Si analizamos estos angulos aisladamente
veremos que se han formado dngulos agudes (8,
., w) y obtusos (&, &, €, 7).

Si les analizamos por parejas veremos que

existen angulos opuestos por el vértice (@ = 5,

B8 = % e= n, ¢ = w), angulos adyacentes
(o +8 = 180°, & ++ = 180%, 4o = 1807,
etc.), etcétera. : :

Pero, ahora, consideraremos y relacionare-
mos un angulo del grupo de los cuatro de Parri-

ba! con uno de los cuatro angulos del grupo de

#abajo. De este modo podremos comparar los
i) po P

siguientes: pares: (o, . €), (o, @), (@, w),
(@, m), B, ¢, B, o) B, ), B n), et

Para poder estudiar las propiedades de los
_diferentes pares que se pueden formar, los cla-
sificaremos y daremos un nombre especial a cada
par:

)48(

lelas y al mismo ladode la transversal.

‘A) Angulos correspondiente.{ entre parale-
las: son los que estan al mismo lado de las para-

’

Asi, son »correspondientes¢ los angulos:
« con ¢ (los dos estan Psobre« las paralelasyala
mzquierda® de la transversal).

B con ¢ (los dos estan »sobre las paralelas
y a la nderechat de la transversal).

y con w (los dos estan »debajo de las para-
lelas y a la Dizquierda® de la transversal).

& con 5 (los dos estan Vdebajot de las para-
lelas y a la »derecha® dela transversal). :

B) Angulos alternos entre paralelas: son los
que esian a distinto lade de las paralelas y a dis-
tinto lado de la transversal.

~Asi, son »‘Mltcf‘nos“ los angulos: « con g
(o esta sobre¢ las paralelas y p esta »debajoY
de ellas; « esta a la »izquierda® y n a la 2dere- -
cha¢ de la transversal).

. Andlogamente, lo son: £ con w, y con @.
0 Con €. .

Los pares («, 7) y (8, w) se les llama Yan-
gulos alternos externos® por quedar hacia el lado '
extéri_of de‘las paralelas; y a las parejas (v, @) ¥
(5, €) se les llama »alternos internos¢ por que-

dar dentro de las paralelas.

C) Angulos contrarios o conjugados: son los
que estan al mismo lado de las paralelas y a dis- |
tinto lado de la transversal. Estos son: o cone;

f con e; y con %; 6 con w.

D) Angulos colaterales: son los que estan al
mismo lado de la transversal y a distinto lado de

las:paralelas. Estos son:

& Con w; B con y; 7y con e; 0 €On .

83. Estas mismas cuatro clases de angulos se
forman también-aungue las rectas no sean para-
lelas (Fig. 2), pero no poseen las propiedades que”



86 TEOREMA VI
»Los angulos contrarios o conjugados entre pa--‘
ralelas son suplementarios¢,

Fig 2

; demostraremos a continuacion y que se cumplen
sdlo en el caso que las rectas L’ y L” sean para--
El__e’l’as'

84 TEOREMAIV
‘8]os angulos ‘correspondientes entre paralelas.

son iguales entre si.

B

H.) L'//L”; L = transversal (Fig. 3). -

. &y « son angulos correspondientes.

T',l o = €.

‘D) La demostracion la hartmns por- traslacién
: paralela.

- Setraslada ¢ paralelamente a si mismo has-
\ta que su vértice B coincida con el vertice A del
"% o Al mismo tiempo ¢l lado BA de ¢ coincide
‘con ¢l lado AL de «. Por lo tanto, al coincidir los
Mados de a con los lados de € es porque estos

gulos son iguales. Es deciri e = ¢.

85. TEOREMA V.
E Lus- angulos alternos entre paralelas son igua-

ia ) L’f/L"

= transversal (Fig. 3).
ey 7 son alternos. -

'D.) Sabemos que:

- e(por Teor. v).

o]
Il

¢ (% opuestosvertice) -

=
Il

B o =y (por Ax. E o transitividad).

y Fig. 4

H.) L'//L"; L = transversal (Fig. 4)
@ Yo son angulos CONLrarios.
T)a +t¢ = 180°
D) e +p = 180 (son % adyacentes).
« =a (Acorresp. entre /)

o+t = 180° (por Ax. D)

87. TEOREMA Vil
»Los angules colaterales de la transversal son
suplementarios(.
H.) L'//L?; L =1transversal
o v w son angulos colaterales (Fig. 4y,
T)a +tw = 180°

D.) ¢ + = 180° (sonX adyacentes).
¢ = o (% corresp. entre [/).
. @ +w = 180° (por Ax. D).

Observacion: A todos los angulos agudos los
consideraremos como »angulos de la misma na-
turaleza¢; analogamente, todos los angulos obtu-
sos son también de la misma naturaleza. En
cambio, cuando consideremos un angulo agudo
y uno obtuso diremos que son Vde distinta natu-
raleza®. :

De acuerdo con esta convencion podemos

enunciar el siguiente:

88 TEOREMA VIl

. »Al cortarse dos recias paralelas por una trans-

versal, los angulos de la misma naturaleza que
se forman son iguales entre si y los angulos de

distinta naturaleza son suplementarios®.

149¢(




89. TEOREMA IX ~

»Si una recta corta a otras dos formando angulos
: correspondientes iguales, las rectas son para--
lelast.

it

L'H

H)ae =¢ (Fig. 5).

B e

D.) Haremos una demostracion por reduccion
al absurdo o demostracion indirecta.

Este método de demostracion consiste en
negar la tesis para, en seguida, razonando co-
rrectamente se llega a un absurde, lo que obliga
‘a aceptar la tesis como verdadera.

En este teorema al negar la tesis se supone
que las rectas L' y L” no son paralelas. Por lo
tanto, de acuerdo con el 5° Postulado de Euclides.
por el punto P se puede trazar la recta R parale-
laia L. De esta manera tendriamos:

o = ¢ (porserR // L)
pero o = ¢ (por Hip)
@ =alo que es absurdo, pues el to-

do no es igual a una de sus partes¢. Por lo tanto,
para que « —a' debe coincidir R con L', es de-
cir, debe ser L./ /L7,

- 90. TEOREMA X
"§i una recta corta a una de dos paralelas, tam-
bicn corta a la otra®.

Fig 6 ¥
./
!
L L
/8
L
W)L L Fiee
B LAl
T LA L= B

)50(

D.) Lo demostraremos por reduccion al absur-
do« y, por lo tanto, supondremos que L no
cortaa L. :
Pero si L no corta a L significa que L debe 3

- ser paralela a L y de este modo tendriamos por

A dos paralelas a L”. Esta conclusién es un
absurdo porque por el punto A existe sélo una
paralela a L", Por lo tanto, L corta tambiéna L.

9i. TEOREMA XI
»Si una recta es perpendicular a una de dos pa-
ralelas, también lo es a la otra«.

(Demueéstrelo usted por »reduccién al ab-
surdd").

92. TEOREMA XII
?Dos dngulos de la misma naturaleza que tienen

~sus lados respectivamente paralelos, son:iguales

entre si«.

Fig. 7

H) Li //LoyLa// L (Fig. 7) |
@ y f# son dngulos de la misma naturaleza

(los dos son agudos, pero podrian ser los dos

- obtuses),
T)a =8
D)o =¢ (% correspond. entre //)

B = ¢ (X correspond. entre //)
. @ =f (portransitividad o Ax. E)
93. TEOREM-A X
MDos angulos de distinta naturaleza ‘que tienen

sus lades respectivamente paralelos son suple-

mentarios«;

Fig. &




"H) L. // Ly Ls // Lu (Fig. 8)
1 a y son% de distinta naturaleza.
T)a +v = 180° <

D)ﬁ + v = 180° (% ad‘yace.m_cs')
8 = a{Teor. xu)
_ & +7v = 180° (por Ax. D)

- 94. EJERCICIOS

1) SiL’// L”, entonces la medida del angulo
&, sabiendo que 8 mide la mitad de a, es

_(Fig. I):
LI
.Lll
A) 40°%; B) 80°;
C) 60°%; D) 90°;
E) 75°.

=5
-y siendo,L’ // L”, se obtiene sélo una alter-

'2) En la figura 11, caleular « si o - 8

nativa correcta;

Ll
()
LII
 A)a =40% B) = = 100°%
O« =20° D) 6 = 50%
E) 8 = 120°.

3) En la figura i la recta L es perpendicular
a I’y L”. Entonces, los angulos « y B sa-

tisfacen so6lo una de las alternativas si-

guientes:

A) @ =40°,8 = 140°%;
B) « =50°8 = 130°;
C) a =40°, 8 = 100°%;

4)

5)

6)

U= - /
>/_.

(111)

D) a =60°.8 = 120°;
E) o =20°8 = 160°.
En la figura 1v las rectas L y L™ son parale-

- las. El 4ngulo »x« en funcion de o y 8 mide;

. LI

-'Lll

A)a =8 B) 8 —a;
C) 5 (e +8); D)2 -(x —6)

E) & +8.
En la figura v las rectas L’ y L”” son parale-

las. Entonces, el angulo »x« en funcién de

~ ayB, mide:

L VL
v
o
<
A)ea —8; By 8 —o
Q) 5 la +8); D)2-la —B)
E) + - (a +6).

Aprovechando el Teor. 1v o v, trazar por un
punto P la paralela a una recta L.

Resp.:  1-B; 2-A; 3-B; 4E; . 5A




10: UNIDAD

Teoremas sobre a’mghlns interiores y exteriores de un tridngulo. Corolario. Escolio. Angulos
de lados perpendiculares. Angulos interiores de un cuadrilitero. Suma de los dngulos inte-
riores y exteriores de un poligono. Angulo de un poligono regular Numero de diagonales

de un polngonn

- 95. TEOREMA X1V

»Los angulos interiores de un triangulo suman
180°«. '

(Ya fue demostrado intuitivamente en el
N° 55).
H.) a, 8, v sonx interiores del A ABC.
T)a +8 +v = 180°

D.) Por uno de los vértices del A ABC se traza

la paralela al lado opuesto, por ejemplo,
L // AB. De este modo que forman les an-
gulos e’ y 8°, obteniéndoese (Fig. 1)

Fag. 1
Ao ' 8
o =a (son x alt. entre // siendo AC
la transversal). '
B =8 (son % alt. entre // siendo BC
la transversal).
.pero
@’ +B +y =180 (forman un % extendldo)
. .a 8.+ =180° (porAx..D)

96. Este teorema lo hemos demostrado en for-

ma general, es decir, es valido para cualquier
triangulo. Pero si los aplicamos a tridngulos
especiales podemos obtener algunas conclu-
siones particulares, o sea, validas sdlo para ca-

sos. especiales o particulares. Las conclusiones

para casos particulares que se deducen de un
teorema dlembsirado en forma general, se lla-
man corolarios (o escolios). Nosotros usare-
mos el término corolario, pues escolio«
. debe usarse mejor en el senudo de »observa-
c16n.

- )52(

S Cada angulo de un triangulo equilatero

De acuerdo con lo anterior, del Teorema
Xiv. -recien demostrado podemos obtener o
deduecir los siguientes corolarios:

1) En un tridngulo’ rectangulo los 4ngulos
agudos suman 90°. Es decir: « 48 =90°
(Fig. 2).

C
Fig. 2
A B
2) En un tridngulo rectangulo isosceles
cada 4ngulo agudo mide 45° (Fig. 3).
Fig 3

3) Cada angulo de un tridngulo es el suple-
-mento de la suma de los otros dos.

Sia +8 +y = 180°, resulta:

@ =180° —(8 +y); o bien: § +y =180° - a
8 =180° —(a +v); 0 bien: « +y —180° —§.
v =180° —(« +8); obien: a +8 =180° —v.

mide 60°.

5) Cada angulo basal & de un triangulo isésceles
mide:

a =90° — L - (Fig. 4).

c

Fig. 4




97 TEOREMA XV

: »Dos angulos de la misma naturaleza y que tienen

* sus lados respectivamente perpendiculares son
| 1guales entre si«. : :

" H)AB_LCByAD LCD

« y 8 son angulos de la misma naturaleza

(los dos son agudos) (Fig. 5).

LT v =3
'D.) Los angulos ¢ son iguales por ser opuestos
por el vértice. Ademas, los tridngulos que
se forman son rectangulos. Luego (Fig.

5):
o =90° —¢
B =90° — =
B .- ('transi.tividad.o_Ax. E).

98 TEOREMA XV1

#Dos angulos de distinta naturaleza que tienen
sus lados respectivamente perpendiculares son
suplementarios¢ (Fig. 6).

'H.) AB L CByAD L CD :

« y v son angulos de distinta naturaleza
(uno es agudo y el otro es obtuso).

- (sonzgadyacemes).
B =a (por Teor. xv).
a +y =180° (por Ax D).

99 TEOREMA XVIF

YEl angule exterior en un vertice de un trangulo

es igual a la suma de los dos 4ngulos interiores
no adyacentes con él¢.

Fig 7
= s B
H.) 5 = % exterior en el vértice C del A
ABC (Fig. 7).
T) 6=a +8
D.) & +vy =180° (sonZX adyacentes).

a +8 +y =180 (por Teor. x1v).

. [0 +% =a +8 +¥ (por transitividad).
T v =5 (por Ax, C).-

E =o +f

(por Ax. F).

Ytra demastracion (Fig. 8):

D.) Por el vértice C se traza el rayo L|| AB. Se
" obtiene:

3
a =ix

g5

(son # correspond. entre|).
(son %-alternos entre]|)

(por Ax. B).

pero oo+
: (por Ax. D).

b =a+8

7100. COROLARIO DE ESTE TEOREMA

~ (Fig. 9):

- »El angulo exterior en el vertice de un triangulo

isosceles es igual al doble del angulo basal«. :

1553(




Ep. 9

Es decir: A B

siCA =CB =4 =2 o

101. TEOREMA XVIII

»Los angulos exteriores de un tridngulo suman

360°«.

Fig 10

H.) 4,¢, ¢ son dngulos exteriores (Fig. 10)

T) 6 + ¢ +o =360°

D) :
!-‘x + o = 180° (son % adyacentes)
4+ ! 8 +¢ = 180° (sonZadyacentes)
I v + & = 180° (son % adyacentes)

Aint. +Xext. = 540° )
% int. = 180°

.. % ext.

Otra demostracion:

5 =a+ B (por Teor. xvir)
+ | e=aty {por Teor. xvir)
R =g + 5  (porTeor. xvi)

b +¢+e=2at2f +2-y
' =2:a +8 +7)
=2 . 180°
—560%

)84(

CT) x+BAy +o+r€ ...

102. TEOREMA XIX
»Los angulos interiores de un cuadrilatero su-
man 360%¢. :

(&

Fig. 11

A _ 8

HI.) a;B, v, 6 son X interiores ([_“'ig. 1 i)
T)a« +8 +v + 86 =360°

D.) Se traza una diagonal.
(Diagonal es el trazo que se obtiene al unic
dos vértices no vecinos de un poligono).
De esta manera se forman dos tﬁéﬁgu!os

en los cuales se verifica:

4ngulos del A ABD 180° ) -
angulos del A BCD = 180°

cuadrilatero ABCD = 360"’

103. TEOREMA XX
Si un poligono tiene »n® lados, la suma de sus

angulos interiores vale 180°. (n —2).

H)a. 8, ';(, 5, ¢.. = % interiores (Fig.12).
— 180°: (n —2).

D.) Se descompone el poligono en triangulos
por medio de las diagonales que parten de
un vértice. Se encuentra que el numero de
‘triangulos que se forman es siempre infe-
rior en 2 unidades al nimero de lados. Por

ejemplo:



& Sin =5 (pcntégono)
Sin = 6 (exagono)

Sin

n (cualquiera)

Jomo la suma de todos los angulos de todos los
gulos que se forman equivale a la suma de

os angulos del poligono se obtiene:

- El simbolo = (letra griega: sigma ma-
sumaloria.

COROLARIO

‘poligono es regular de »n¢ lados tiene Pn&
s iguales y, por lo tanto, cada angulo de
gono regular mide:

_ 180°-(n-2)

fos angulos exteriores de cualquier poligono
man 360°«.

&.8,7, 6. ¢,...sonangulos exteriores.

@18ty +06+et ... =360

Se elige cualquier punto de la region inte-

o exterior del poligono y por él se tra-
las paralelas a los lados del poligono
n el Teor. x se tiene:

e, 8 =B,y =y, 8 =3, et

a' +8' +y' +o' +e' = 360°

tanto: o +8 4y +6 +e¢ = 360°.

Sin = 4 (cuadrilatero) seforman (4 —-2) A
se forman (5=2) A
seforman (6 —2) A
Sin = 12 (dodecagono) seforman (12 -2} A

seforman (n—=2) A

a) se emplea para indicar suma de términos

2-A = 180°-2
3. A =180°-3
4. A —180° -4
10- A = 180°~ 10
(n—2)- A — 180° - (n -2).

1]

Il

Il

1]

Trate usted de encontrar otra demostracion:
Por ejemplo:

4 int. + X ext.

# int. i e

|¥

X ext

106. EJERCICIOS

1} Un angulo agudo de un triangulo rectén-
gulo mide 62°28". :Cuanto mide el otro
angulo agudo? -

2) Un angulo de un triangulo mide 72°54" y
otro de sus angulos mide 52°49°. :Cuanto
mide el tercer angulo? %

3) La suma de dos angulos de un triangulo es
145° y la difcrenc‘ia.de ellos es 55°. ;Cual
es la medida de los dngulos del triangulo?

4) El angulo del vértice de un triangulo isos-
celes mide 40°. ;Cuanto mide cada angu-
lo basal? ' :

5) . Demostrar que si un poligono tiene »n¢
lados, el total de diagonales que se pueden

trazar es:

d = —Tz-lv -(n—3).

6) ¢Cuantas diagonales pueden trazarse en
un dodecagono?

7) Si en un poligorio se pueden trazar 20 dia-
gonales, ;cuantos lados tiene?

8) ¢Cuantos lados tiene el poligono con-
vexo en el cual se pueden trazar 90 diago-
nales? : '

9) ¢Cuantos lados tiene un poligono regular
si cada uno de sus angulos mide 162°?

10) ;Cuanto suman los angulos interiores de
un pentadecagono convexo? o

11) ;Cuanto mide el angulo del decagono re-
gular convexo? el

12) Cada angulo de un poligono regular mide
0,9 radianes. ;Cuantos lados tiene el
poligono? '

- )55¢(



13) Si el angulo exterior en un vertice de un

triangulo es el doble del angulo adyacente
a ¢él, entonces marque la alternativa que

no e3 posible:
A) el A puede ser obtusangulo;

B) puede ser & rectangulo;
C) puede ser A acutangulo;

D) puede ser A isosceles;

- 14)

E) puede ser A equilatero.

En el triangulo RST se trazan las alturas

TH y RP. Si RS es el doble de S_P, entonces

1a medida del angulo »xtes (Fig_' 1)

R

A) 60%; B) 45%
C) 30°%; D) 22°,5;
E) 15°.

;Cual es el angulo que forman los horizon-
tes de Valparaiso y de Vina del Mar si estas

dos ciudades estan a 5 km y el radio terres-
tre mide 6.370 km?

1° solucidn:
un lugar es perpendicular al plano del ho-
rizonte y, por lo tanto:

AH LOAy BH' L OB (Fig. ).

De acuerdo con el -Teor. xv, el 'z'mgul_o o’
formado por los honzontes en, Valparaiso
y en Vifa es igual al angulo formado por las
verticales en estos lugares (son angulos
_de lados perpendiculares): « = o’

) 36(

Sabemos que la vertical de .

1) El éngﬁlo exterior en un- vértice de un

Luego: « (radianes) = 2202 = mopro =
0.000785 rad. — 2’41
2 solucion:
e _ 180° -AR
S e

Sustituyendo se obtiene:

_ 1B0°.5km
= 314 6370km

16) En el tuadrado ABCD de lado »a¢ se tra-
2a AE =DE =DF =CF (Fig. m).

- 0°.044976 — 2'41" 9.

F
\
f{ \
Vi X\
7 A\
7 \
/ \
/ 8
rd N
D -~ c
: \x\
B Gy
. -~ 1
//.
”
f”
A 8

Demostrar que los puntos B, E y F son
colineales, es decir, estan sobre la misma
recta. :

(]Indicacién': basta demostrar que

%2BEA +%AED +xDEF = 180°%).

17) En la figura m, con las mismas condicio-
nes del problema anterior, calcular la
medida del x DEB.

18) En la figura m caleular la medida del

angulo CBF.

~19) En la figura 1 ca]cular la medida del:

"%FDB (fermeio_ usted). -
20) En la figura m demostrar que

|
% CFB: % BFD - 1:3. J
Resp.: 1) 27°32' 2) 54°17%; 3) 100%; 45°; 35% 1
4) 70% 6)54; 7)8; 8) pentadecagono; 9) icosa- ‘
10) 2.340%: 11) 144°; 12) 20; 13) D;
17)45% 18)15%; 19) 105°,

gono;
14) C;

107. TESTS

triangulo es el doble de su angulo adyacen- |
te. Entonces, el triangulo es:




)

5)

- C) rectangulo;

Dy 30%;

 E) falta mas

A) cqg_il'éi'tei‘o; B) isosceles;
‘D) escaleno;

E) falta mayor informacién.

El angulo exterior en un vértice de un

triangulo es el doble de su angule adya-
cente. Entonees, ;cual de Mos -si_gui’cntcs
triangulos no p_uf:de' ser?

A) equilatero; B) isosceles;
) rec;é-ugulo; D) escaleno;

E) obtusangulo.

Si- TH es altura del A SRT, entonces

el angulo »x« mide (Fig. 1):
A) 20°;
B) 35°
€ 45°%;

E) 70°.

=

En la f:igulrei 2. R es bisectriz del ‘angulo

SRT Entonces, la medida del dngulo L

€57

A) 35%
B) 20°%;
©) 45°;
D) 90°%;

informacion.

S o R

En el A SRT (Fig. 3), se sabe que TS =
TR y%STR = 36°. Ademas, el angulo 8

es el doble del angulo «. Entonces, la

medida del angulo PR €s:
A) 72°%; :
B) 60°;
C) 96%
D) é4°";
E) 108°.

6)

7)

8)

9)

Las bisectrices en S y R (Fig. 4), se cortan
formando un -:éngulo xe. Si L/ L,
entences la medida de »x ¢ es:

Fag. A

A) 100°; _B) 50°;
Q) 40°: D) 75°;
E) 90°.

Por el punto de tangencia de dos circun-

ferencias (Fig. 3), se trazan dos rectas

que forman un angulo »x« Entonces,

Ixt equivale a;

AY e B oy +0;

B) 20 +28 12y 425;
C) %(ﬂ’ LB by F o)
D) (¢« +8) — (v +6);

E} otrovalor.

El ‘angulo exterior en el vertice de- un

" triangule es el triple de su angulo adyacen-

te. Entonces, el triangulono puede ser:
A) i1sosceles:
B) obtusangulo;

~ €) rectangulo;

D) isasceles-rectangulo;
E) equilatero.
El dngulo exterior en un vértice de un

triangulo es la tercera parte de su:dngulo

)57




interior édyacenie, Entonces, ‘el trian-
- gulo ne puede ser: :

A) escaleno;

B) isosceles;

C) obtusangulo-isosceles;

D) acutangulo; Fig &
E) obtusangulo-escaleno.

10) Dos rectas paralelas L; y L, son corta- S T

das por otra recta L. Las bisectrices de los

angulos en R'y S se cortan determinando De estas afirmaciones son verdaderas so-

un angulo "« que mide (Fig. 6): lo: :
A) L B) 1L
¢y III; ; D) Lyll;
E) Ly IIL :
Ly 13) En el triangulo. RST se traza la altura TH

y las bisectrices de los angulos en H y en S.
La medida €' angulo »x¢ que forman es-
tas bisectrices es (Fig. 9):

_ A) B; : B) 60°;
i, C) a —8; D) +a:
= / | | E) 75°. 2

A) cualquier valor menor que 180°%;
B) cualquier valor entre 90° y 180°;
C) cualquier valor entre 45° y 90°%;
D) 90° '
E) falta mas informacion. .
11) En el triangulo isosceles STQ se traza
SV LTQy VM L ST. Siendo 40° la medida
del angulo QSV, entonces »x« mide (Fig. 7):

A) 40°%;
B) 208
C) 50°;
D) 25°%;
E) 30°.

a :
14) Si las rectas L, y L; son paralelas, el
angulo »x« que forman las otras dos rec-

tas al cortarse, mide (Fig. 10):

Fig. 7

S M T

12) Si x =45°, y =135°, entonces el tridngulo
STQ es (Fig. 8): '

I} isosceles;

11). obtusangulo;

ITI) rectangulo.
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A) 120°%; B) 140%;
C) 150 D) 160°;
E) 80°. ]

15) En el cuadrado RSTQ se hace QV igual a

la diagonal QS. Entonces, el angulo »x«
mide (Fig. 11):

T 5 ¢
Fig 71
X
TS - R ; -V
A) 30°%; B) 45°%;
C)I' 60°; D) 22°30;
E) 67°30".

16} En un tr-iéngullo uno de los angulos es el

50% de uno de los otros dos y el 33.—]3-"'% del

tercero. Entonces, el angulo menor de los

tres mide:
A) 15% B) 30%;
) 45°%; D) 60°;

E) ninguno de estos valores.

El triangulo del preblema anterior es:

A) isosceles-rectangulo;

B) obtusangulo;

C) acutangulo;

D) equilatero;

E) rectangulo-escaleno.

En el triangulo SRT se traza RL // ST.
Entre los dngulos 'x¢ e by« se cumple una

de las siguientes relaciones (Fig. 12):
B) x+y =s+¢;
D)s+r =x+y;

AL x =y
Clirtx =y
- E) x ty =s+r -t

19) En el triangulo isésceles SRT se traza la

20

—

altura TH. Para que resulte RH = TH el

‘angulo »x« debe medir (Fig. 13):

B) 30°;
D) 22°30';

A) 15°%;
C) 45°%;

E) cualquier valor.

Fig 13

S R H

En el triangulo ORT se tiene TQ —

R.

La medida del 4ngulo »x« es (Fig. 14):

21)

22)

T
A) 40%

B) 20°%
C) 80°;
D) 10ﬁ°:
E) 50°.

Fig. 14

Q R

En el tniangulo SRT la transversal TL es
bisectriz del angulo en T. Entonces, el
triangulo SRT es (Fig. 15):

A) isosceles:
B) rectangulo-isosceles;
C) equilatero;

D) obtusangulo;

E) rectangulo.

S ; 105“\
L

Desde un punto P se trazan las ‘perpendi-
culares a los lados del A SRQ) en el cual
a = 35" y B =45°. Marque cual de las si-
gulentes relaciones es la :
16):

correcta  (Fig.

)59(



A) y —x=65°
B) x +y —100°%;
C) xy =180°;
D) x:y-=§:20:
E).y = P

)

24)

25)

Fie 18

26)

En el triangulo SRT se traza la bisectriz
SL del angulo o. La medida de este angu-
loes (Fig. 17):

A) 30°; T
B) 60°;
C) 50°%;
D) 65°;
E) 75°

5 R

Si un'p{iiigono regular tiene doce lados,

cada uno de sus angulos mide:

A) 60°%; B) 75°%;

C) 105°%; D) 120°%;

E) 150°.

En el tr‘iéngﬁlb SRT la transversal TL es

la bisectriz del angulo STR (Fig. 18):

T

L

Entonces, el angulof rhidg.:

A) 30%; B) 60°;

G50 D) 65°%;

E) 40°. :

En el cuadrilatero SRTQ se cumple una

de las siguientes alternativas (Fig. 19):

160 (

A) &= 180° — v;

B)a +8 =y + 5; - 1

E)

Cla +8 +v + 46 =360°,
Fig. 19
Dya +8 =8 —
G I8 T °
o= B
S
En el ASRT se traza una transversal

27)

28)

-

TQ de modo que el x TQR =120°. En-
tonees, el angulo »x« mide (Fig. 20):

A) 20° T
B) 40°;
C) 60°;
D) 30°;
E) 80°.

En el triangulo QRT el valor del dngulo

vz es (Fig. 21):

A) 15%;

B) 20°%;

G)E25%: i

Fig. 21

D) 30°%;

E) 40°.

105 95°

En el triangulo MNP se verifica que:

y =2x, z =x +y. Entonces, este triangulo

es (Fig. 22):

A) isosceles; A
B) rec;én‘gulo-isésce-lcs; i Fig. 22
C) equilatero;

D) obtusangulo;

_ E) rectangulo.




30) Los 4ngulos interiores de un t’ri‘iingui.o -
. son X, y, z: Se sabe de estos angulos que
existen las siguientes relaciones (Fig. 22):

I). X4y = 100°;

) x -y =20%

I z -y = 20°.

idigque dentro del paréntesis el o los ntmeros
Imanos correspondientes a los poligonos pe-

_ ) ¢Cuiles de estos poligonos son sélo
~ equildteros? -

) ¢Cudles son sélo iségonos?

x:yiz =2:3:4. Se afirma que entre ellos

25) A; 26) D; 27) A; 28) B; 29) E; 30) E.

5.( )E_Cuélcs son poligonos

De estas relaciones son verdaderas sélo:

il EEAT it
o el e -

A) I: B) II;
C) 1IL, D) IyIL
E) Iyl

Resp.: 1) E; 2) B; 3) A; 4) E; 5) D; 6) E/S
7) C; 8 E; 9 D; 10) E; 11) D; 12) E;
13) A; 14) B; 15) E; 16) B; 17) E; 18) B;
19) D; 20) D; 21) E; 22) D; 23) B; 24) D:

90" a¢" : =
a

3.( ) ¢Cuéles son equilateros e iségonos
al mismo tiempo?

4. ) ¢Cules son regulares?

rectangula- .
‘res?

)61(




117 UNIDAD

Construcciones gcomé't_ri_cas fundamentales (4* parte). Poligonos inscritos y circunscritos.

Construccién de poligonos regulares. Poligonos estrellados.

Completaremos, ahora, lo que ya hemos ade-
lantado mas atris sobre los poligonos. De ellos
;_éxisten diversas clases diferentes, no solo por
el nimero de lados, sino por la manera cémo
estan formados. Asi podemos distinguir:

108. A) POLIGONOS IRREGULARES
Son los que tienen sus lados y angulos desigua-
les (Fig. 1).

B) Poligonos convexos (Fig, 1). Son aqué-
llos en los cuales todos los angulos interiores
miden menos de 180°.

Al unir dos puntos cualesquiera de la fron-
tera de estos poligonos (périmetra: o contorno)
se obtiene siempre un trazo RS cuyos puntos
pertenecen todos a la region interior del poli-
gono (Ealvo los extremos); o bien, al cortar el
poligono por medio de una transversal L ésta
_corta como maximo a dos lados del poligono.

. C) Poligonos edncavos (o no convexos).
-Son los que tienen por lo menos un‘angulo inte-
rior mayor que 180° (Fig. 1).

- En estos poligonos existen transversa-
les que co;ttan a mas de dos lados, tal como L.
Ademas, los puntos del trazo AB que determina
esta transversal no pertenecen todos a la region
interior del poligono. ;

)62 (

D) Poligono inscrito  en una  circunfe-
rencia es el que tiene todos sus vértices sobre
ella. El radio de la circunferencia circunscrita
al poligono se designa por r =OA (Fig. m).

(n

E) Poligono “circunscritle a una circun-
ferencia es el que tiene todos los lados tangen-
tes a la circunferencia (Fig. 1v). :

mma

(V)

‘J.
T i

El radio de la .circunferencia inscrita al
poligono se designa porp = OT.

F) Poligono. regular. Ya dijimoé mas
atras que es el que tiene todos los lados de igual
medida y todos los angulos de igual medida.

Asi, el cuadrado es un poligono regular
(tiene los 4 lados iguales y los 4 dngulos iguales
a 90° cada uno). En cambio, el rombo no es un
poligono regular porque tiene sélo los cuatro
]adés iguales pero no sus angulos. _

A todo poligono regular se le puede ins-

cribir o circunseribir una circunferencia.

109. CICLOTOMIA
Se refiere a la division de una circunferencia en’
»n« partes iguales y, por lo tanto, equivale a di-
vidir el angulo de 360° en »n¢ partes iguales]
o a construir un poligono regular de »n« lados.

A continuacion nos dedicaremos a la cons-
truccion de algunos poligonos regulares y mas]
adelante (33* Unidad) calcularemos la lon-
gitud de sus lados en funcién del radio irec.

]




10. CONSTRUCCION DE POLIGONOS
REGULARES -

"Problema 1) Construir un cuadrado inscrito en
una circunferencia (Fig. 1). '

. Solucidn: Basta trazar dos diadmetros
erpendiculares y unir sus extremos.

Designando por /4 el lado del cuadrado,
pesulta: AB = /. El angulo del centro AOB mi-
de 90°. _
Problema 2) Construir un octégono regular
Enscrito en una circunferencia. -

Solucién: 1) Se trazan dos didmetros per-
pendiculares (Fig. 2). :

ps del centro de 90°.

3) Se unen sucesivamente los puntos ob-
~ idos sobre la circunferencia, resultando
AB — /s el lado del octogono. En este poligo-
0 ¢l angulo del centro mide 45°.

. Asi  podriamos seguir construyendo el
poligono de 16, 32, 64 ... lados. Es lo que se
noce como la serte del cuadrado:

= 0.
froblema 3) Construir, un exagono regular
mscrito en una circunferencia. '

2) Se trazan las bisectrices de los angu- |

4, 8,16, 32... = 4-2" siendo n € IN,

Solucion: 1) Se traza un didmetro MN
(Fig. 3).

2) Se trisecta el x MON =180° para lo
cual basta cortar con el radio desde M y N. Se
obtiene: AB =/s que es el lado del exagono.

El 4ngulo del centro es x AOB =60°.
Problema 4) Construir un triangulo equilatero

mscrito en una circunferencia.

Fig. 4

Solucion: 1) Se procede igual que en el
exagono aplicando el radio sucesivamente como
cuerda (Fig. 4).

2) Al unir Ppunto por medio¢ se obtiene
el triangulo equilatero inscrito de lado .AB =/s
y angulo del centro AOB = 120°.

Problema. 5) Construir el dodecigono regular
inscrito en una circunferencia.

Solucién: 1) Se procede igual que en el
exagono obteniéndose seis 4ngulos del centro
de 60° c/u. o




A, T A T P )

Fig. &

-

~2) Se trazan las bisectrices de estos angu-
los y se unen sucesivamente los puntos obtenidos
en la circunferencia. Resulta (Fig. 5):

% AOB =30°—=AB = /.

Otra constriccion: .
1°) Se marcan los extremos A,B,C y D de dos
diametros perpendiculares, :

2%) Desde estos puntos se corta la cir-
cunferencia con una magnitud igual al radio.

3°) Se unen sucesivamente los puntos obte-

nidos resultando al dodecagono regular.

Asi  podriamos seguir construyendo lo
que se conoce como Yserie del triangulo o del
exagono¢ que répreseﬁta a los poligonos de
3,6,12,24... lados = 3-2" siendon € IN y
n = 0.

Problema 6) Construir un pentagono regular
inserito en una circunferencia.

Solucion: La- construccion mas simple y

- rapida consiste en dibujar, con la ayuda de un

transportador, un angulo del centro de 72° pues-

toguea = 360°:5 = 72°.
Porlo tanto, resulta: AB = & (Fig. 7).

) 64 (

Problema 7) Construir un decagono regular

Inserito en una circunferencia.

Fig. 8

Solucion: Analogamente como se hizo en’
el pentagono bastaria dibujar con el transper-
tador un angulo del centro de 36° puesto que:
360° : 10 = 36°. Entonces: AB = ko (Fig. 8).
(Mas adelante, en la 33* Unidad, veremos y de-
mostraremos otras construcciones para s y
ho). '

Podriamos = seguir con poligonos de 20,
40, 80, ... lados y obtener la »serie del penta-
gono«: 5,10,20,...=5-2"siendon € INyn = 0.

Problema 8) Construir un poligono regular
de '« lados siendon >4, : :

Solucion: Daremos un método bastant
aproximado que es util tanto para dibujar u
poligono regular como para dividir una cir-
cunferencia en arcos iguales. Tomemos, po
ejemplo, n =9, es decir, dibujar un nonagon

regular o, bien, dividir una circunferencia en

arcos iguales.

a) Se trazan deos diametros perpendicu

lares (Fig. 9).

wx

Fig. §

b) Se divide el radio OM en »n« part
iguales que, en nuestro ejemplo, son 9 part
iguales.




'Ia prolongacion del otro diametro determinan-
dose el punto A. A

d) Se une A siempre con la 4* division del
‘radio y se prolonga hasta certar la circunferen-
feia en un punto C.

e) La cuerda BC es el lado del poligono
regular pedido. Con el compas se mide esta
‘euerda y se la aplica sucesivamente a partir de
B o C cortando la circunferencia.

En nuestro ejemplo se tiene:

f) cuerda BC = k.

g) arco BC = % de la circunferencia.

Problema 9) En una circunferencia de centro
0 se aplica como cuerda y a partir de un punto

A una magnitud igual al lado del exigono regu-
(AB =l), en seguida, el lado del cuadrado
BC =L4) y a continuacion el lado del dodeca-

, Oy D son colineales.

Problema 19) Construccidn aproximada del
igono regular. 1) A partir de un punto A

de la circunferencia se aplica el radio como

2) S8e une A con C determinandose AC =

medio M de AC.

4) Resulta AM =k, muy aproximadamen-
te. el lado del heptagono (equivale aproxima-
damente a la mitad del lado /s del tridngulo).

AD = AM = /.

¢) Con centro en M y radio MN se corta

o (CD =h;). Demostrar que los puntos

3) Se une O con B determinandose el punto -

111. POLIGONOS ESTRELLADOS

Son las que se obtienen al dividir la circunferen-
cia en determinado nimero de partes iguales y
unir los puntos ob_tenidoé de 2 en 2,de3en3,
etc:, de modo que se cierre el poligono en el
punto de partida. No siempre esto es posible.
Por ejemplo, un caso interesante en este as-
pecto ¢s el pentadecigono regular convexo que
s¢ obtiene al unir sucesivamente los 15 puntos
que se obtienen al dividir la circunferencia en
15 parte§ iguales. Pero, si ahora se unen los
puntos de dos en dos se obtiene el poligono estre-
llado que muestra la figura 1 cuyo lado se de-
signa /,5; si se unen los puntos de 4 en 4 se obtie-
ne otre poligono estrellado (figura m), cuyo
lado se dc_sign.a Lis; v si, finalmente, unimos
los puntos de 7-en 7 se obtiene el poligono estre-
llado de lado s de la figura ni. No hay mas
pentadecagonos estrellados. :
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Para nosotros el poligono estrellade mas
conocido es la estrella de cinco puntas, ya que
forma parte de nuestro emblema patrio y se
obtiene al unir punto por.'.r_nedio (de 2 en 2) los
vértices del pentagono regular convexo. Su la-
do se designa e (figura v).

1

El heptagono da dos poligonos estrella-

dos: el I* que muestra la figura v, y el L,® de
la figura vi.

v)

)66(

El octégono da sélo un poligono estrellado
de lado Is (Fig. vi).

La figura viir en apariencia es un octégono
estrellado, pero no lo es porque no se obtiene
por una l._inea continua y cerrada como las ante-
riores en los cuales el punto de partida y el de
llegada es el mismo. Lo mismo sucede con ‘el
exagono que muestra la figura X y con el decago-

no de la figura x1. Estos casos se. consideran

como dos poligonos sobrepuestos.

(vim




En general, si es »n« el numero de partes

iguales en que se divide la circunferendia, los

-poligonos estrellados que se pueden obtener

"seran tantos como sean los nimeros primos me-
‘nores que % , pero Yniimeros primos entre si¢.

Por ejemple, si n =15 los nimeros 2, 4 y 7

“son primos entre §i con 15 y son los Gnicos me-

nores de 15/2. Por lo tanto, el pentadecagono
‘da origen hasta tres poligonos estrellados.
Para *n =5 solo se obtiene el numero 2 y;

por lo tanto, el pentidgono da origen sélo a un
peoligono estrellado.
Para n = 10 se obtiene solo el numero 3,
Paran =7 scobtieneel 2 y el 3.
Finalmente, diremos que un poligono

_ estrellado puede considerarse como derivado

de un poligono central cuyos lados se han- pro-
longade.

112. EJERCICIOS

1) Si en la figura 1 el lado MN de la estrella
mide 15 cm, entonces la longitud del con-
torno (perimetro) de esta estrella mide:

A) 75 cm;
B) 50 cm;
C) 25 cm;
D) 100 cm;

E) otro valor.

2) Dentro de un pentagono regular se ha
dibujado una estrella. El total de trape-
cios isosceles que se han formade es (Fig.

1n): |

A) 4; W .

B) 5; (n
C) 8;

v NN

E) no hay trapecios isosceles.

3) En la estrella de la figura 1 el total de
triangulos isésceles que se han' formado
es:

A) 5
B) 8;
) 10;

D) 12; ' \/ )
Kyt s :

4y En el circulo de la figura 1v se traza el dii-

metro V'I. Ademds, por el punto medio
M de VO se traza la -perpendicular R_g
Entonces, al unir los puntos, se forma un

maximo de;

)67 (
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3)

(iv)

R

A) 1 A equilitero y8'A rectangulos.
B) 2 A-equilateros y 6 A rectingulos.

C) 3 A equilateros y 4 A isosceles.
D) 7 A isésceles y 7 A rectangulos.
E) 4 A isoscelesy 6 A rectangulos.

Dentro de un exigono se forma una estre-

lla de seis puntas (Estrella de David).

Se afirma que se forman en total: -
I) tresrombos;

H) seis trapecios isoseeles;

I11) ocho tridngulos equilateros.

- )68(

De estas afirmaciones son correctas:

A) las tres; B) ninguna;
C) solola II; ' D) soloH y III;
E) sélo1y Il 2 .

Resp.:1-E; 2-D; 3-C; 4-C; 5-A

113. TAREA
Sobre una tabla o en una limina de »pluma-vit«
dibuje un poligono estrellado, por ejemplo el
representado en la figura 1 o ui Clave en cada
vertice una tachuela o un alfiler y unalos, si-
guiendo los nimeros, con hilos de colores o lana
de colores diferentes. .
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12: UNIDAD

SARVE DR &

Lugares Geométricos (Primera parte). Problemas de aplicacion.

114, DEFINICION

con una misma condicion o propiedad consti-
tuye un Lugar Geométricot..

Abreviadamente lo denotaremos por L.G.
y éste puede ser una linea curva, una recta, un
plano; una superficie curva, etc.

Como a través de este libro tendremos que
referirnos en su desarrollo, méas de una vez,
“a determinados L.G., le asignaremos, por co-
modidad, un némero a cada unode ellos.

- 115. PROBLEMA 1)
Determinar los puntos de un plano que estan
a una distancia dada »a« de un punto P del

‘mismo plano.
eon esta condicion se encuentran situados (es
‘eunferencia de centro P y radio »at.

De este problema obtenemos nuesiro pri-
mer Lugar Geometrico (Fig. 1):

a

Fio |

L.G. A® 1. "E1L L.G. de todos los puntos del
‘plano qite estan a una distancia dada rac de
iun punto dado P, es la circunferencia de centro
Py radio Ya« «,

Abreviadamente: el L.G.es @ (P, a):
Problema 2)

‘¢Donde se encuentran los puntos de un plano
que estan a una distancta menor que una dis-
tancia dada »a« de un punto P del plano?
Solucion: Se dibuja la circunferencia de

centro P y radio »a¢. Los puntos pedidos se

»Un conjunto de puntos que cumplen todos:

Solucian: Todos los puntos que cumplen :

‘el »lugart o Psitio® en que se hallan) en la cir-

‘encuentran en la Pregion interior; o sea; en el

circulo, excluida la frontera que en este caso es

* la circunferencia. Por lotanto (Fig. 2):

~L.G.

L.G. N° 2. »El L.G;. de todos los puntos de
un plano que estdn a una menor distancia que
una distancia dada na¢, es la region interior

“(circulo) de la circunferencia de centro P y

radio pa««.
Problema 3)
¢Donde se encuentran los puntes de un plano

que estan a una mayor distancia que una dis-

. tancia dada »a« de un punto P de él?

Solucion: Queda para que usted la haga
y enuncie el L.G. correspondiente. :

Problema 4) _
¢Doénde se encuentran los puntos del espacio
que estan a una distancia dada »a« de un pun-
to dado P del espacio? :

Solucion: Los puntos pedidos se encuen-
tran en la superficie de la esfera que tiene por
centro al punto P y por radio la distancia dada
»at. Entonees (Fig. 3): :

Fin. 3

L.G. N° 3. »El L.G. de todos los puntos del
espacio que estin a una distancia dada a¢ de
un punto P, es la superficie de la esfera de cen-
tro P y radio »a« «
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Problema 5)

¢Donde se encuentran todos los puntos del

espacio que estdn a una menor distancia que

una distancia dada »a« de un punto P del espacio?
Solucin: Déla usted y enuncie el L.G.

correspondiente. ;

Problema 6) :
;Donde se encuentran todos los puntos del es-
pacio que estan a una distancia mayor que
una distancia dada »a« de un punto P del espacio?

Solucién: Déla usted y enuncie ¢l L.G.

correspondiente.

Problema 7)

Determinar todos los puntos de un plano que

estan a una distancia dada »a¢ de una recta
dada L del mismo plano.
Solucién: Se  traza una perpendicular
de magnitud »a« a ambos lados de la recta L.
En seguida, se trazan las paralelas a esta distan-
cia de L. Sobre estas dos paralelas se encuentran

los puntos pedidos. Luego (Fig. 4):

Fig. 4
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G. N° 4. »El L.G. de todos los puntos
de un plano que estan a una distancia dada
»at de una recta dada L, se compone de las dos
paralelas trazadas a la distancia dada »a¢ de
la recta dada L«.

Problema &)

Determinar todos los puntos de un plano que
estan a una distancia menor que una distancia
dada »a« de una recta dada L.

Solucion: Se
a la distancia va¢ de la recta L. Los puntos pe-
didos se encuentran en la region interior de

las dos paralelas sin considerar los puntos

de ellas (las paralelas son las fronteras). Luego

(Fig. 5):
L.G. N° 5. »El L.G de todos los puntos del
plano que estin a una menor distancia que

}'.-”0{_

trazan las dos paralelas

una distancia dada »at¢ de una recta dada L, es
la region interior comprendida entre las dos
paralelas«. .
Problema J)

;Dénde se encuentran todos los puntos de un

‘plano que estan a una distancia mayor que una

distancia dada »a« de una recta dada L del mismo
plano?
Solucién: Hagala usted y enuncie el L.G.

correspondiente.

Problema 10)
Determinar todos los puntos de un plano que
equidistan (equidistar = estar a igual distan-
cia) de dos rectas paralelas dadas del plano.
Solucién: Se traza una perpendicular
entre las rectas paralelas dadas y por su punto
medio M se traza la paralela media o equidistan-
te. (Fig. 6). Luego:

----- et G,

Fig. 6

Ly Z =

L.G. N° 6. »El L.G. de todos los puntos de
un plano que equidistan de dos rectas paralelas,

es la paralela medialt.

Problema 11)

Supongamos que su sala de clases esta situada
en ¢l segundo piso de su colegio y que la distan-
cia entre piso y piso es la misma. :Dénde se en-
cuentran los puntos eguidistantes del »suelot
de su sala? :

Solucion: Los puntos pedidos se encuen-
tran en el »echot de su sala y en el »suelo¢ del
primer piso. De aqui obtenemos:

L.G. N° 7. »El L.G. de todos los puntos del
espacio que estan a una distancia dada ma« de
un plano dado se compone de los dos planos pa-
ralelos al plano dado a la distancia dada de él«.




Problema 12)

- ¢Donde se encuentran todos los puntos del es-
pacio equidistantes de dos planos  paralelos?
- (Considere como los planos dados el suelo
del primer piso de su colegio y el techo de una
sala del segundo piso). k

Solucion: Hagala usted y enuncie el L.G.

correspondiente.

OBSERVACIONES

1) A medida que vayamos avanzando en
nuestros conocimientos de Geometria iran
apareciendo otros L.G, ya no tan sencillos comor
los anteriores.

2) Aplicando los L.G. resolveremos algu-
nos problemas en los cuales deba cumplirse
mas de una condicion, es decir, que exista una
* combinacién de L.G. .

En este tipo de problemas debe hacerse
una disersion indicando el nimero de solucio-
nes que puede tener y en qué casos existe o no
existe solucion. .

3) Para mayor claridad en los dibujos es
canveniente usar lapices de distintos colores
para cada L.G. que se aplique:

Problema 13)

‘Dos puntos A y B estan en el plano a una
distancia de 10 m. Determinar los puntos que es-
tana7 mde Aya5 mdeB. (Fig. 7).

o ———
- \ -"-..“

Vi ~ P
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N = e

Solycion: Previamente - elija una unidad
de longitud para representar 1 metro; puede
elegir’ como unidad el largo de un »cuadraditot
de su cuaderno o una abertura del compas con-
venientemente elegida. (En nuestra figura se
eligié. como unidad a la longitud de % em para
representar | metro; por lo tanto, en esta »escala

se tiene: AB = 5¢om; Tm—35cm; 5m— 2,5 =

cm).

De acuerdo con el L.G. N° 1 todos los
puntos que estan a 7 m de A se encuentran en
la © (A, 7 m) y todos los que estan a 5 m de
B se encuentran enla @ (B, 5 m). La interseccién
Si y 8 de estas dos arcunferencias deter-
minan los puntes que simultaneamente cumplen
con las dos condiciones del problema. En efec-

to:

El =-7m;B_Sl = 5m;;\§;- =7m;¥5§2 =5m.
Por lo tanto: ;

Solucién = OAA, T m) ) O (B, 5 m) =18, 5!

Problema 14)
El mismo problema anterior en forma general
es:

Deos puntos A y B estan‘en el planoc a una dis-
tancia »d¢ entre si. Determinar los puntos que
estan a una distancia »a¢ de A y a una distancia
»b« de B, siendo a, b, d, tres trazos dados.

\ Discusion.

\,‘ Sotucion: 1" L.G.esla @ (A, a)
| ' 2°L.G.esla @ (B, b)
," Los ‘puntos pedides se encuentran en

/-’ la interseccion de estos dos L.G., es decir (Fig. 8):

Solucion: @ (A, a) () @ (B, b) =155

Pero, ;siempre hay dos soluciones?, ;siem-
pre existe solucion? Esto es lo que contesta la e
discusion del problema. -
Discusion:

1) Sid = a+b =1 solucién que es el punto

Fig 9
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de tangencia exterior de las dos circunfe-

rencias (Fig. 9).
2) Sid = a—b =1 solucién que es el punto
de tangen'cia interior de las dos cirgunferen-

cias(Fig: 10).

g 10

‘3) Sif(a-b) =d < (a+b) — 2 soluciones;

las ecircunferencias son secantes (se cortan) y
los puntos pedidos son los puntos de interseccion
de las circunferencias (Fig. 8).

4y Sifa +b) < d < (a —b) no hay selucion pues-

‘to que las circunferencias no se cortan, (son

circunferencias exteriores o interiores) (Figs.
11y12). ' '

Fig. 11

C Fig 12

Problema 15)

Determinar los puntos que estan a una distan-

cia »at de un punto A y a una distancia »b¢

de una rectadada L.

Solucion: Debemos buscar dos L.G. que

en este ¢aso Son:
a b

[ P 13 .

1" LG.:esla @ (A, a), 0 sea, es el L.G.
Nt ! = ;

2° L.G.: son las dos'paralelas trazadas
‘a ladistancia »bu dé:l.., osea, esel .G, N° 4.

La interseccion de estos dos L.G. (la cir-
cunferencia con las p_aralelas_-) determinan los
puntos pedidos. Con nuestros datos el conjun-
to solucién = 18,,S;, S3, Sef (Fig. 13).

Discusion: Puede existic 4, 3, 2, 1 0 nin-
guna solucion. Dibuje usted los casos corres-
pondiente$ a cada uno de ellos.

Problema 16)
La distancia entre dos puntos A y B es 10 em. De-
sterminar los puntos que estan a menos de 7 cm
de Ay a menos de 5 cmde B.
Soluctén: 1" L.G.: es el circulo (region
interior) dela © (a, 7 cm), 0 sea, esel L.G. N° 2.
2° L.G.: es el circulo: (region interior) de
la © (B, 5 cm), 0 sea, es tambiénel L.G. N° 2.
Los puntos que cumplen con la condicion
del problema se encuentran en la interseccion
de los dos circulos, sin considerar los arcos
cortespondientes, que hacen de frontera (Fig.
14).

Fra 14

Solucion: Circulo (A, 7 c¢m) [ circulo
(B, 5 cm).

Problema 17)
La distancia entre dos puntos A y B es 10 cm.
Determinar los puntos que estan a menos de 7 cm|
de Ayamasde 5 cmde B.

Solucion: Dela usted.

Problema 18) _
La distancia entre dos puntes A y B es 10 cm.
Determinar los puntos que estan a una distancia
mayor a 7 ¢m de A y a una distancia mayor a
S5emde B.

Solucién: Déla usted.




L Problema 19
. Determinar los puntos de la regién interior

~ de un dngulo de 60° que estin 4 una distancia

»a« de un lado y a una distancia »b« del otro

 lado (Fig. 15).

T

a

Ly Fig. 15

Solucion: Se dibuja un angulo de -60°

* de acuerdo al N° 71 y se aplica el L.G. N° 4 res-

* pectoacadalado. .

En la interseccion de la paralela tra-
zada a la distancia »a« con la paralela trazada
a la distancia »b¢, esta el punto pedido S;.

Solucton: Ly () Lz = [8:1} -
Problema 20) Determinar los puntos de la re-
gion interior y exterior de un angulo de 60° que

' ;é_stén a 1 cm de los lados del 4ngulo.

Solucion: Hagala usted.

Problerna 21) Dos rectasy I; y L, se cortan
oblicuamente formando un &ngulo de 120°
Determinar los puntos que estan a 1,5 cm de L;
ya 1 emde ]_42 :

Solucion: Hagala usted. :
Problema 22) Dos rectas L’ y L” se cortan per-
pendicularmente. Determinar los puntos que
estén a 1.5 cm de las rectas y a 2,5 em del punto
de interseccion de ellas.

Solucion: Dela usted. Ademas, haga la dis-
cusion.
Problema 23) Determinar los puntos equidis-
tantes de dos rectas. paralelas B y- L’ y que,
ademas, estén a una distancia dada »a« de un
punto dado A.

Solucidn: Hégaié usted. Discusion.

Problema 24).L:G. N° 8 Déterminat & L.G. de

todos los puntos de un plano que estan a una dis-

tancia- dada »a« de una circunferencia de centro

Py radio »re, siendoa < r.

Solucion: Hagala
LG.N°8.

usted y enuncie este

Problema 25) El mismo problema anterior,
pero en el espacio.
Problemra  26) Determinar los puntos que
estana 1,5 cm de una recta dada L y tambiéna 1,5
cm de circunferencia de 2,5 cm de radio.

Solucion: Hagala usted. Ademas, haga la

discusion.

‘Problema 27) Dibujar un & ABC cuyos lades

tenigan las siguient_cs_meriidas:ﬁ_ﬁ = 6¢m, BC =
7 cmlym =5cm.

Determinar los puntos que estin a una
distancia mayor a 1 cm de los lados de este
triangulo.

Solucion: Hagala usted. Discuta este pro-
blema.

Problema 28) El' mismo  problema anterior,
pero determinande los puntos que estén a1 em
de los tres lades del triangulo. '

Que puede-usted discutir en este problema?
Problema 29) Dibujar un A ABC con las
mismas medidas del problema 27.

Determinar los punto_s- que estan a 4 cm
de Aya3emdeB. -

* Problema 30) Dibujar un A ABC con las

mismas medidas del problema 27.
Determinar un punto que esté a 4 cm de
los tres vértices.

iDiscusion!

Problema 31) Dibujar un & ABC con las mis-
mas medidas del _prdblema 2

Determinar los puntos que estéen a 1 cm
de los lados AB y AC y que, ademas, estén a 3 cm
del vertice B:

iDiscusion!
Problema 32) El mismo problema anterior,
pero a 3 cm del vertice A en vez del B. .

iDiscusion! '
Problema 33} Determinar los puntos de un
plano que estin a una distancia menor a 5 cm de
un punto dado A y a una distancia mayor a 3 em

de este mismo punto.

Problema 34) E] mismo problema anterior,

pero estando A en el espacio.
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132 UNIDAD
Figuras congruentes. Teoremas de co

 Bisectriz de un 4ngulo. Simetral de un tr.lm Tﬂn‘:ma re(:lproco‘

congruencia,

116. DEFINICION

Diremos, en general, que »dos figuras son con-
gruentes cuando al colocar una 'sobre_ la otra -
todos elemen-

S

. (superposicion) commden sus
oS« _

Asi, por ejemplo: dos monedas chilenas
de $ 1 del mismo afio son congruentes; dos
sellos de correo de la misma edicion y franqum,
los »timbres¢ que deja en un papel un »ma-

tasellost, etc.

El signo de congruencia es =~. Este signo
lo usaremos, en este libro, cuando se t-r-a’tc_: de
indicar la congruencia de figuras geomeétricas
como triangulos, ~ poligones, circunferencias,
etc. En cambio, la congruencia de trazos y de
4ngulos la indicaremos con el signo =, pues

en estos casos nos referimos a la medida de ellos.

117. DEFINICION :
»Dos trazos son congruentes cuando tienen
la misma medidat. Esto significa que si se co-
locara une de los,trazos sobre el otro coincidi-
rdn sus extremos, respectivamente.

Si se elige una »comun medida¢ para
AB y CD, por ejemplo el milimetro, y esta uni-
dad estd contenida el mismo nimero de veces
en AB y CD, diremos que estos trazos sen con-
gruentes por tchcr la misma medida y esta con- -
' AB ~ CD.
Por lo tanto, al colocar CD sobre AB coincide

gruencia de trazos la indicaremos:

C con A y D con B o viceversa: D con Ay C con B
(Fig. 1).

A 8
et
Fig. 1
D
Entonces: »dos trazos o segmentos son

congruentes cuando tienen: la misma medi-

- da; esdecir, cuando tienen la misma longitud«.
Ya hemos dicho que la medida de un trazo
" AB es un ntmero positivo y se indica por AB.
Por lo tanto, si AB =~ CD implica que AB =CD;

) 74(

~ de donde: AB

la misma medida¢.

" b :
= CD (es d entre nu-

meros positivos).

118. DEFINICION

»Dos angulos son

Por lo tanto, al
bre el otro, deben co
lados.

De este modo, si
hace coincidir el ra
se observa que h
s:cmnes el rayo a
rayo O’B’ Cuando
cidencias diremos que

tes y escribiremos:
% AOB ~x A’C

0 mas simplemente

0]
Fig. 2

OI

Esta dltima que usare-
mos para indicar os de la
misma medida, y; = dos angu-
los y su congruei equivalen-
tes.
119. POLIGONG
Para que dos entes es
necesario.y sufi s lados res-
pectivamente i respectiva-
mente iguales. (Se os homolo-




Entre los elementos homélogos de dos po-
_Iigo_no.é congruentes, existe una relacion de
apareamiento entre ellos o una »corresponden-
cia biunivoca«. Asi (Fig. 3):

el vértice A se aparea con su homologo A’;

el angulo @ se aparea con su homélogo §°; i
AL
el lado DE se aparea con su homoblogo D'E’; etc. :

Entonces, para que el pohgono ABCDE sea congruente con el poligono A’B’C’D’E’ debe veri-
' ficarse: : -

a=a%b=Db c=c,d=d,e=¢

3 x e e vy 3 il
@ =a,8 =8,y =v.,0 =8¢ =¢

— polig. ABCDE = polig. A’'B’C’D’E’

De la congruencia de poligonos es la de los tnangulos la que tiene mas importancia y a esto nos
dedicaremos ahora.
La congruencia es una relacién de equivalencia, pucs es refleja, simétrica y transitiva.

* Por ejemplo:

; 1} Reflexwidad:

AB=~ AB : e
: ST B
Za=Xa .
A ABC = A ABC —t —
¢ D
Fig.
2) Simetria:
S N = Fig. 5
ABz= CD = CD = AB
Xa=f3=X0=%Xa
A ABC~ ADEF = A DEF=~ A ABC ‘8
3) Transitividad:
AB~DE A DE=~PQ — AB=>~PQ
Xo=™ A A KB Xy = o= %Xy
A ABC~ A DEFA A DEF = A PQS = A ABC>~ A PQS
c : St F S
o b
A B D E P R
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120. TEOREMAS DE CONGRUENCIA
" DE TRIANGULOS

I'" Teorema de congruencia: »Dos tridngu-
los son congruentes cuando tienen iguales un
lado y los dos angulos adyacentes a este lado«.

c che

= &', 8 = @, resulta

Sl = l’_‘,1 g

A ABC=~ A A'BC.

2° ‘Teorema de congruencia: »Dos triangulos

son congruentes cuando tienen iguales dos

lados y el 4ngulo comprendido porellost.

Sia =a’,b =b’,y =5 resulta:
AABC > A A’B’C.

3" Teorema de congruencia: "Dos tridngulos
son congruentes cuando tienen iguales lades

y el duguloor _sto al mayor de estos lados«.

cl

Sia=a,b=b,a>b,a >byw=-a,
resulta:

AABC=~ A A'BC.

4 Teorema de congruencia: »Dos triangulos
son congruentes cuando tienen sus tres lados
respectivamente igualest. '

)76(

Sia =a’,b =b’, ¢ =c’ resulta:

A ABC>~ A ABC.
121. COROLARIOS
De estos teoremas de congruencia se obtienen
las siguientes corolarios:
1) »Dos triangulos rectangulos son con-

gruentes cuando tienen respectivamente iguales

un cateto y el angulo agudo adyacente al cateto! .-

2) "Dos: triangulos rectangulos son con-
gruentes cuando tienen mspmﬁvamente igua-
les sus catetos«. ;

3) »Dos triangulos rectangulos son con-
gruentes cuando tienen respectivamente igua-
les un cateto y la hipotenusat.

4) »Dos triangulos reetangulos son con-
gruentes cuando tienen respectivamente igua-
les la hipotenusa y un angulo agudo«.

5) »Dos tridngulos isosceles son congruen-
tes cuando tienen iguales la base y el angulo
basal«, ;

6) »Dos triangulos isésceles son congruen-

- tes cuando tienen iguales el lado y el angulo

del vertice«.
7) »Dos triangulos equilateros son con-
gruentes cuando tienen iguales el ladot.

122. OBSERVACION
Aunque estos cuatro teoremas no son dificiles
de demostrar —como lo veremos a continua-
cion— los consideraremos como »Postulados
de congruencia® o »Axiomas de congruencia
Y, }501‘ lo tanto, no es necesario demostrarlos y
basta con aceptar su validez sin ponerla en du-
das. Es este ¢l camine que siguen y aceptan
muchos profesores considerando, ademas, solo
tres axiomas de congruencia en vez de los cuatro
teoremas dados anteriormente. :

Nosotros aceptaremos esta opinion de con-
siderarlos como »Postuladest, pero conserva-

remos el orden y el enunciado de los cuatro teo-




" remas de congfuencia clasicos. El 3 Teorema.
que es el mas discutido, lo conservaremos como
un corolario para el tridngulo rectangulo: »Dos
triangulos rectingulos son’ congruentes cuando
tienen iguales la hipotenusa y un cateto«.

Ademas, los que no demuestran estos teo-
remas sino que solo los postulan, a los tres casos
que consideran- los llaman: »Postulado . ALa«

(corresponde a Angulo-Lado-Angulo). »Postu-

lado raL¢ (corresponde a Lado-Angulo-Lado)

y »Postulado LLLS (corresponde a Lado-Lado-

Lado). _ :

I.a. correspondencia  LLA  (Lado-Lado-
Angulo), no es considerada una congruencia

- salvo si se agrega una condicion especial ya

indicada mds atras. :

123. DEMOSTRACION DE LOS
TEOREMAS DE CONGRUENCIA

(Materia optativa y que puede no tratarse
en los cursos de Secundaria). -

I Teorema de congruencia:

c

B - .. -l
T.) A ABC~ A A'B'C.

D.) Se superpone el A AB’'C’ sobre el
- A ABC de modo que A’ coincida con
A; como c =c¢' coincidiran B’ con B. Al
mismo tiempo el lado A’C’ cac en la di-
reccion ‘del lado AC por ser «' =«.
Por igual razén el lado B'C’ cae en la di-
reccion de }?'C-lpor serf =6°.
Como dos rectas coincidentes se cortan sé-
lo en un punto, el vértice C’ coincidira
con C. Por lo tanto, los dos triangulos son
congruentes. ' .

. 2 Teorema de congruencia:
c H)e=c,b=b",a —a’ (Fig. 11).
T.) A ABC=~ A ABC

D} Se. superpone el A @ A’B'C! sobrc. el
A ABC de modo que A’ coincida con
A y los lades de o’ con lo lados de o por
ser angulos iguales. Como Ic’_=c coincidi-
ra también B” con B. En forma analoga
coincide C’ con C por ser b’ =h. Pero
entre dos puntos coincidentes puede tra-
zarse solo un trazo y, _p'or lo tanto, B'C?
coincidira con BC. Luego:
AABC >~ A ABC.

3" Teorema de congruencia:

H)a=a’,c=c,c>a c>a vy =y’
T.) A A'B'C’~ A ABC '

D.) Se traslada el A ABC’ a la -poéicién
ABD (Fig. 12).

ComoporHip.a =a'= ¢' = ’
Ademas:p =y — o’
1 =% —7
- ¢ = npuesy =y (por H.). |
Por lo tanto: AC =AD (porque en el A DAC
a angulos iguales se oponen lados iguales).
Pero, por construccion:
AC =AD = AC =AC
Entonces tenemos:
A'C’ = AC
B’C’ = BC (por H.).
v =y (porH)
. AABC &~ AABC

en virtud del 2° Teorema de congruencia.
. g

4° Teorema de congruencia: -

"H)a =a’,b.=b’,c =

T.) A A’B'C’> A ABC




D.) Se traslada el A A‘B(' a la posncmn:

del A ABD (Fig. 12).

El A DCA es isésceles—»w
El A DCB es isésceles—¢’ = 7

I
=
i
ol
e

et =n+n7

luego: X ACB =% ADB

3

Es decir: vy =¥
Pero, ademéas: a =a’ (porH.)
b =b’ (por H.)
. A ABC = A ABC

en virtud del 2° Teor. de congruencia.

Estos cuatro teoremas de congruencia y
sus corolarios seran de gran utilidad cuando se
trate de aplicarlos a la demostracion de igualdad
de segmentos, de lados y de dngulos como lo

_veremos a continuaciéon. En las demostraciones
por congruencia deben buscarse dos triangulos
y comparar sus elementos homélogos demos-
trando la igualdad de tres de ellos, debiendo
ser por lo menos uno de los elementos un Yele-
mento lineal¢«. En seguida, se relacionan estos
tres elementos iguales con los correspondien-
tes a uno de los cuatro teoremas de congruencia.

124. TEOREMA XXII

»Cualquier punto de la simetral de un trazo
equidista de sus extremos«.

Fig. 13

H.)AM = MB;L = simetral )KL
PEL v

T.) PA =PB

D.) Se tiene: PM = _lédo comin
AM = MB por H.

%1 =%2porH.

A AMP 2~ A BPM porque
(por 2° Teor. de ~)

De la c'on_gruencia de estos tridngulos
' se deduce la igualdad de sus elementos homélo-

) 78(

. gos que, en este caso, s6lo interesa los lados:

PA =PB

125. OBSERVACION

En los tridngulos congruentes los »ados ho-
mélogos¢ son los que se aponen a angulos igua-
les. A su vez, "angulos homeélogos« en triangulos
congruentes son los que se pponen a lados iguales.

126. TEOREMA XXHI

(Teorema reciproco del xxm)

»Si un punto equidista de los extremos de un
trazo es porque pertmecc a la simetral del 1

trazok.

P

Fig. 14

b i
e -

A B

H.) PA = PB; AM — MB; Pseunecon M.

T.) PM = simetral = %1 =22 = 90°

D.) Setiene: >
PA - PBporH.
A AMP = A BMP porgue: | MA = MB por H.
PM - lado comin
(por 4° Teor. de =)

" %1 =%2 =90°=PM = simetral de AB.

Otra demostracion: En vez de unir P con’
¢l punto medio M, se traza desde P la per—
pendicular al traze AB y se demuestra que
»caet en el punto medio de él. Es decir:

H)PA - PB; PM L AB
T.) MA = MB

D.) Setiene: ==
PA = PBpor H.

A AMP = A BMP porque: { %1=%2 = 90° po
{PM = lado comu

(por 3" Teor. de =)

" AM = MB —>PM - simetral de AB.



- 127. TEOREMA RECIPROCO

Un teorema es reciproco de otro cuando la hi-
potesis del primere (llamado t_eo}-ema directo)
pasa a ser la tesis del segundo y viceversa: la tesis
del primero es la hipétesis del segundo.

Debemos hacer notar que no todos los
teoremas reciprocos son verdaderos. Por ejem-
- plo: ya demostramos que »os angulos opuestos
por el vértice son iguales¢. Su reciproco seria:
Mlos angulos iguales son opueslos Por el vérti-
- cett, que es falso.

También sabemos que »os 4ngulos adya-
centes son suplementarios¢. El reciproco: »los
angulos suplementarios son édyacéntesft, es
* también falso.

128. TEOREMA XXIV

»Cualquier punto de la bisectriz de un angulo

equidista de sus lados«.

Fig. 15

"H.) OP - bisectriz 4 AOB = « -«

"PA L OA;PBL OB (Fig 15).
T.) PA = PB

D.) Se tiene?

OP = lado comian

X1 =%2 = 90° por H.
o =’ por H.

A OPA >~ A OPB porque:

(por corol. 17 Teor. ~)

. PA = PB

129. TEOREMA XX V. (Reciproco del XX1v)
»Si un punto equidista de los lados de un 4n- -
gulo, este punto pertenece a la bisectriz«.

H.) PA - PB; PA L OP,PB L OB (Fig. 15).
T)a' = = OP = btscctrlz
D.) Setiene:

IPA = PBporH.
= lado comiin
31 =52 = 90° por H.

A OPA =~ A OPB porque:

(Por 3" Teor. de =)

13

@ =@ => OP = bisectriz.




140 UNIDAD ;
Lugares Geométricos (Segunda parte).

De los teoremas XXiI 'y XXiv se obtienen los si- 133. L.G.N° 12 /
guientes Lugares Geometricos: Generalizando en L.G. anterior, se obtiene:
: »El L:G. de todos los puntos de un plano que
130. L.G.N° 9 ' equidistan de dos rectas que se cortan se
»El L.G. de todos los puntos de un plano que  compone de las bisectrices de los dngulos que

eq uidistan de los extremos de un traze, es la si- forman¢. (Fig. 2).
metral del trazo¢. (Fig. 1).

SiL = simetral—CA =CB, DA =DB, EA=EB,... 134 EJERCICIOS :
1) Determinar - los puntes que equidistan

iL.G. de dos puntos dados A y B,'y de los lados

C
& s :
,% N de un angulo dado, perteneciendo todo
/i : : .
Ay .‘\ a un mismo plano.
,” ’/’!\\\ \\ i Discusion!
3 .,
e :' ; : S
I : \‘\\-\ 72y Determinar los puntos que egudistan
‘I/ 1 : \J 2 P q q
ARTT T de tres puntos no colineales de un plano.
"~ - % = it .
-““mLE/ ;Discusion!
i - :
} 3) Determinar los puntos de un plano equi-
Fig. 1 ‘ : ga=e = -
- i distantes de los lados AB y AC del- AABC
z TL y que estan a 2 cm del vertice B.
: e : 4) Determinar los puntos equidistantes de
131. L.G. N° 10 los tres vértices de un A ABC.
Es el mismo anterior pero-con el siguiente enun- 5) Determinar los puntos equidistantes de

ciado: »El L.G. de todos los puntos de un plano tres rectas que se COrtan en tres puntos.

que equidistan de dos puntos dados es la sime- A,ByC.

tral del tr;?zo que determinan los p.untos dados«, Discusion! -

6) Determinar los puntos equidistantes de

132 LG.N° 11 : ; los lados AB y BC de un A ABC y que,
»El L.G. de todos los puntos de un plano que ademas, estén a 1,5 cm del lado AC.
equidistan de lt_Js lados de un angulo es la bi- 7) Determinar los puntos equidistantes de
sectriz del angulo«. (Fig. .2). ~ dos puntos dados A y B y, a la vez, de otros.
Si o' — o — PA-PD PB-PE, Pnczﬁ‘__'_ ~ dos puntos dades C y D.
iDiscusion!
L.G. . : ~ 8) :Cual es el L.G. de lps puntos del espacio

|
:EI( que equidistan de dos puntos dados A y B?

9) Se dan en un plano dos trazos AB y CD no |

paralelos. Construir dos tridngulos isosce-

NP les que tengan el vértice comin y los trazos
dados como bases.

10) Las medidas de los lados de un A ABC
son AB = 8 cm, BC = 9cmyE =0

Determinar los puntos que estan @ menos

Fig. 2 : ' de 5 cm de los vértices.

) 80(




15> UNIDAD

Teoremas relatives al triangulo isésceles demostrados por congruencia.

135. Recordemos que en el triangulo isosceles el
nangulo del vérticet es el angulo que forman
los lados iguales, y que la »baset¢es el lado desi-
gual. Ademas, en este triangule cuando se habla
de los »lados« se refiere a los lados iguales:

136. TEOREMA XXVI
»Los angulos basales de un triangulo isosceles

son iguales«.

H) A ABC es isosceles con CA =CB; « y B
son los angulos basales.

T)a =8

D.) Al trazar la altura CM, resulta (Fig. 1):

CA = CBporH.
A AMC= A BMC Porqu'ffl % 1=x 2 por construc.
{por 3* Teor. de =) CM = lado comiin

a =5

137 TEOREMA XXVII. (Reciproco del xxvi)
»8i .un triangulo tiene dos angulos de igual

medida, es 1sosceles«,

H) o« =% (Fig. 1)

T.) CA = CB

D.) Al trazar la altura CM = h,, resulta:

X1=%2 {p‘or c.c_mstruc.)
AAMC = A BM_C porque { @ — 5 (por H.)
CM -

(por corol. 1'" Teor. de =) o comuy

AU — BC

138 De estos dos téoremas se obtienen las

siguientes consecuencias o corolarios: -

1 »En un tridngulo a lados 1guales se oponen
angulos iguales y viceversa®.
1) »En un tridngulo rectangulo isosceles ca- -

da angulo agudo mide 45°«

139. TEOREMA XXVIII

»La altura trazada desde el vertice de un

triangulo. isosceles dimidia a la base y bisecta

al angulo del verticet:

H.) A ABC esisosceles con CA = @(Fig, D,
€M = h

T.)MA —~-MB—CM =1t
%3 =x4 =CM =b,

D). Se tiene CA = CB (porH)

A AMC =~ A BMC porquc:. %1 =% 2(por H.)

(por 3 Teor. de =) CM = ladocomun
. MA=MB — CM -1
Z3d=244 = CM = by

140. TEOREMA XXIX

sL.a transversal de gravedad correépoudiente
al vértice de un triangulo isosceles, es perpendi-
cular ala base y bisecta al angulo del vertice«.

H.) & ABC esisbsceles conCA = CB (Fig.1)
CM -1 — MA - MB

TH%l =% > CM -h

X3 =%4 = CM =b,

D.) Setiene: — -
A AMC = A BMC porque: l MA - MB (por H.)
t _M lado comiin

(por 4° Teor. de ~)
. %1 =%2 =90°—=CM =h
%3 =% 4=CM =b,

141. TEOREMA XXX
»La bisectriz del angulo del vértice de un trian-
gulo isosceles, dimidia a la base 'y es perpendicu-

lar a ellac«,

y8i(




‘H.) A ABGC es isosceles con C_A. -CB (Fig. 1)

. TM b %5 - x4

T)MA =MB = CM =t
X1 -22=CM =h

D.) Se tiene:

A AMC = A BMC porque: 33 =24 (por H.)

(por 2° Teor. de =) CM = lado comun

%1 =%2=90°=CM =h
MA =MB = CM -1t

142. De los teoremas anteriores se obtiene el
corolario: »En un triangulo isbsceles coinciden
la altura, la transversal de gravedad y la bisectriz
del angulo del vertice«. Es decir:

the — = — by

143. TEOREMA XXXI

»Las alturas trazadas desde los vertices basales
~de un tridngulo isosceles tienen la misma

medida¢. (Fig. ).,

AD =h,,BE = h
T)AD =BE = h, =h

D.) Se tiene: CA = CB (por H))

A ADC 2~ A BEC porque: I %1 =%2 = 90° (por H.)

e on! o
(por Corol. 1° Teo. =) - Vg n i @mun

. .AD =BE =h, = h,

144. TEOREMA XXXII

»Las transversales de gravedad correspondientes
a los vertices basales de un triangulo isosceles,
tienen la misma medida¢ (Fig. m).

) 82

CA =CB (por H.) '

H.) A ABC esisosceles con CA =CB
AN -t.=NBE - NC
BM -t —MA - MC

T) AN - BMoss — GO

D.) Se tiene: 3 _ CB (por H.)

(por 2° Teor. de =)

145. TEOREMA
nl.as bisectrices d @sales de un
triangulo isosceles, ] :

-(Demuestre 3 aniloga a los
teoremas anterio =
146. EJERCICION
1) Dibujar dos tr

la misma’

Hes que tengan:
| cuadrilatero
os Mdel-

Juc une sus

convexo (mas
toidet). Demos
vértices es pel fa base comun
y bisectriz - e los vértices

de estos tri :
2) Un triang me uno de sus
rar que la
de el doble

qﬁe el cate o de 30°.

3) Demostrar
la bisectriz.

gulo isosceics
Bsor en cl verti-

ce es paral
4) Sesabe queels
Demostrar que
a) el A ABI




Fig. |

. 5)

6)

7)

8)

9)

10) En el tridngulo isosceles ABC se aplican

Fig. 2.

11)

A 8
b) EC = ED
c) AB es paralela a CD.
El dangulo exterior en el vértice de un trian-
gulo isosceles mide 102° 36°. ;Cuanto
mide el angulo basal?
En el trnidngulo isésceles ABC se traza la al-

tura AD que con la base AB forma un 4ngulo
de 25°. ;Cuanto mide el 4ngulo del vértice?

Demostrar que un tridngulo que tiene dos
alturas iguales es isésceles.

Demosirar que si un triangulo tiene dos
transversales de gravcdad iguales, es isos-
celes.

En un triangulo isosceles ABC se aplican,
desde los vértices basales A y B, segmentos

iguales AD =BE. Demostrar que AE -BD.:

los segmentos iguales AD = BE (Fig. 2).
c

]
I
l =
A ™ B
Demostrar que la recta que une C con el

punto de interseccion F de AE y BD pasa por
el punto medio M de labase AB.

En un tridngulo isdsceles ABC se traza
en A la recta L’ perpendicular a AC yen B
la recta L” perpendicular a BC. Demostrar
que estas perpendiculares al cortarse for-

man otro ‘tridngulo isésceles cuyo angulo

basal mide la mitad del angulo del vérti-

_ce del primer tridngulo ABC.

12) En el cuadrado ABCD de lado »a« se

hace AE=DE-=DF=CF= a (Fig. 3).

SIS : Fig. 3

A B

Demostrar que: EF mide lo mismo que
la diagonal del cuadrado ABCD.

(Indicacién: calcule la medida del x
EDF y después demuestre que el A EED
=~ A ABD). :

13) Demostrar que si desde un punto P de la
base de un tridngulo isosceles ABC se tra-
zan las perpendiculares a los lados, la
suma de estas perpendiculares es constan-
te. (Esta constante es igual a una de las
alturas basales).

Fig 4

T
—"
(3 e

H.) CA =CB; PD L ACyPE L BC (Fig. 4)
T.) PD + PE = constante = h,
D.) SétrazanLA_E’; resulta:

: AP = lado coml'm‘
A APE~ A APD, pues: | D =% F = 90°
(17" Teor, de =) 21 =%2

- )83



14)

Fig. 5

luego: PD =
pero PE =FE

| &

PD +PE = AF +FE —AE =h
(vease otra demostracié_ﬁ enN° 307 N° 18).

En un trisngulo isosceles ABC se determi-

nan desde el vertice C segmentos iguales

sobre los lados de modo que CD = CE.
Demostrar que al unir los puntos D y E con
los vértices basales se obtienen trazos
iguales AD —BE .y angulos iguales:

% DAC = % EBC.

S

R

15) Desde un punto P situado en la base QR

de un triangulo isésceles QRS se trazan

) 84(

las paralelas a los ladgs_(Fig. 5). Demos-

trar que:

BT 1 PU - 05

Fig. 6

c<

16). Desde un punto P situado enla prolonga-

cion de la base QR de un triangulo isos-
celes QRS se trazan las paralelas a los
lados del triangulo (Fig. 6). '

Demostrar que:

PT —P0 - Q5




16 UNIDAD

Cuadriléteros. Clasificacién. Sus elementos. Teoremas sobre paralelogramos y trapecios.

147. CUADRILATEROS

Ya vimos que son poligonos de 4 lados. Asimis-
mo, en la 10> Unidad demostramos algunos
teoremas sobre los angulos interiores y exte-

riores de un cuadrilatero.

Los cuadrilateros 'se clasifican en tres
grupos:
I) Paralelogramos (se simboliza por #): Son
los cuadrilateros que tienen dos pares
de lados paralelos. A ellos pertenecen el

cuadrado, el rectingulo, el rombo y el rom-
boide. :

II) Trapecios: Son los cuadrilateros que tienen

“solo un par de lados paralelos. Existen »tra-
pecios escalenos, trapecios isosceles, tra-

pecios rectangulos 'y trapecios trisola-
teros«,
En los trapecios los lados paralelos se llaman
bases.

HI) Trapezoides: Son los

no tienen lados paralelos. Estos pueden ser

cuadrilateros que

asimétricos o simetricos. A los simétricos
pertenece el deltoide, que es el cuadri-
latero que tiene dos pares de lados iguales,
pero no paralelos (lo forman dos triangu-
los isosceles diferentes unidos por su

base que es comun).

RESUMEN: [ Ciadrado o
: paralelogramos | rectangulo
(2 pares lados / /) rombO
/ / romboide
: trap. escaleno
CUADRILATEROS trapecios trap. isosceles

(Polig. 4 lados) (1 parlados//)

trap. rectangulo
trap. trisolatero

trapezoides
(sin lados //)

Ademas podemos distinguir:,

1) Paralelogramos  rectangulos: son el
cuadrado y el rectangulo, pof tener todos sus
angulos rectos.

) Paralelogramos equildleros: son el cua-
drado y el rombo por tener tedos sus lados
iguales.

3) Paralelogramos oblicuangulos: son el
rombo y el romboide por tener sus angulos obli-

ClUO0s.

- B
simétricos {deltoides)

148. DEFINICION Y CONSTRUCCION

DE LOS DIFERENTES CUADRILATEROS

A) Cuadrado es un paralelogramo (#) que

tiene sus 4 lados iguales y sus 4 4ngulos rectos.
Para su »construccion geomeétrica®  debe

“emplearse sélo regla y compas para trazar los

angulos rectos como se hizo en la 8 Unidad
(N® 74). Pero, usaremos la constmiccion Pme-
canicat, disponiendo de escuadra y compas.

)85(



Fig. 1

90

1) Con la escuadra se dibuja un angulo
‘recto A (Fig. 1). :

2) Se hace centro en A eligiendo una abertu-
ra conveniente del compas y se determinan
los puntos equidistantes B y D de A. ;

3) Con la misma abertura del compas Y

~ centros B y P se trazan dos arcos que al
cortarse determinan C.

4) Finalmente, basta unir G con B y D para
completar el cuadrado ABCD. Se obticne:

AB —-BC =CD =DA =a
*A =xB =%C =%xD =90°

B) Rectdngulo: Es un paralelogramo que
tiene sus 4 angulos rectos y sus lados opuestos
.de la misma medida, pero no los vecinos.

En su construccién, usaremos la ‘escuadra
y el compas por ser mas rapida y practica (Fig. 2):

D : S
b

90”
A a : B

Fig. 2

1) Sedibuja un angulo recto A;

2) Sobre los lados de este angulo se marcan
dos puntos B y D a distintas distancias

_ de A; k '

3) Se hace centro en B con magnitud AD y
centro en D con magnitud AB dibujandose
sendos arcos cuya interseccion determina
e '

4) La unién de C con B y D completa el rectan-
gulo ABCD en el cual:

AB =CD, AD =BC y
xA=%B=%C=%D=90°"

5 86(

* que al cortarse deter

- los vecinos. Ademas

-arco de centro E

C) Rombo: Es el paralelogramo que tie- -

nie sus 4 lados iguales y sus dngulos oblicuos (Fig.
3). '

D Te

"ig. 3

Su constru_cci(’m“‘
compas:

1) Desde un p
oblicuos y sobre
B y D equidistante
del compas).

2) Con la

y con centros en

3) Al unir G
rombo ABCD en el

, que tiene
sus lades opuestos medida y no
son ablicuos

(Fig. 4). :

. — i
A P B e

@an dos rayos
puntes
B y D no equidis AD.

2) Con magn
de centro D y ¢

un arco

buja otro -

- di

4arcos se une
boi




D base .c-

Fig. 5

A 8

E) Trapecio escaleno: es el trap'e_cio que tie-
ne de distinta medida los lados no paralelos (Fig.
5).

Para su construccion se trazan dos para-
lelas y sobre ellas se marcan los puntos A, B, C
y D de modo que AD E

F) Trapecio isésceles: es el trapecio que tiene

“iguales los lades no paralelos (Fig. 6).

D

e el

fig. 6

I construccion:
1) Se trazan dos paralelas marcandose en
ellas los puntos A, By D.

2) Con centro en B y radio AD se corta
la paralela opuesta determinandose C. (Tam-
bién puiede obtenerse otro punto C7).

Resulta el trapecio isosceles ABCD en
el cual AD = BC.

%
¢Qué se obtiene si se une el punto C’ con
B?

Fio. 7 D/—\C

e ; B
22 construccion: :
1) Se dibuja una semicircunferencia de dia-
metro AB (Fig. 7).

: 2) Con igual medida se corta esta se-
micircunferencia desde A y B obteniéndose
los puntes Dy C. :

: 3) Se unen los puntos C y D.

G) Trapecio rectangulo: Es el que tiene uno
de los lados no paralelos perpendicular a las

“bases (Fig. 8).

D (6 Fig 8
A : : 8
Construccion:

1) Se dibuja un 4ngulo recto A y sobre
sus lados se marcan los puntos B y D.

2) Por D se traza la paralela a AB y se une
B con un punto C de ella:

Resulta el trapecio rectangulo ABCD
enelcual AB L AD y AD L DC.

“H) Trapecio trisoldtero: es el que tiene tres

lados iguales (Fig. 9).

D
§

Fig 9

A : : B

Construccton:
1) En los extremos C y D de un trazo CD
se dibujan dos angulos igualesy = 5

2) St_z_hacc.m = CD - BT
3).56 une A con B.

Otra construccién se obtiene en una cir-
cunferencia trazando sucesivamente tres cuer-

das iguales.

D) Trapezoide asimétrico: es el trapezoide que
tiene sus cuatro lados desiguales o maximo tres
lados iguales. (Fig. 10).

0

Fig. 10
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I Trapezoide simétrico o &el!oide:’ es el que

tiene dos pares de lados iguales, pero no para-

lelos. Se forma, uniendo las bases de igual me-
dida de dos triangulos isésceles no congruentes

(Fig. 11).

Fig. 11

149. ELEMENTOS DE UN
CUADRILATERO

Losivertices, los angulos, los lados y las diago-
nales pueden designarse con cualquier letra,
pero para fijar un orden y tener puntos de re-

ferencia  usaremos las notaciones

(Fig. 12):

siguientes

Fig. 12

vertices: A, B, C yD.

medida de los lados: a, b, ¢ yd.

medidade losangules: a, 8, v, &

siendo XA =, XB = ﬁ,'zfc' =v,ZD =5

-medida de las diagonales: eyf

siendo AC = e, BD = f. .
¢ = angulo que forman las diagonales.
Usaremos otras letras cuando sea necesa-

rio para evitar repeticiones o posibles confu-

siones.

150. PROPIEDADES DE LAS
DIAGONALES DE LOS CUADRILATEROS

1) son de igual medida.
Diagonales | son perpendiculares entre si.
del bisectan los angules de los vértices.
cuadrado: ] se dimidian mutuamente. :
: cada una mide a\/?siendo a = lado

)88(

-2) Diagonales

. del rombo:

son de igual medida

se dimidian mutuamente

' a’ +b*
siendo a y b los lados.

del rectangulo: | cada una mide

o ; son perpendiculares entre si
lagonates - . 2o
) Disg bisectan los angulos de los vértices

se dimidian mutuamente.
se dimidian

4) Diagonales del romboide:

- mutuamente:

5) Diagonales del { son iguales entre si

trapecio isésceles: | se componen de segmentos iguales.

son perpendiculares entre si
6) Diagonales I s6lo una dimidia a Ia otra
del deltoide: ] s6lo una es bisectriz de dos
3 angulos opuestos.
Estas propicdades las demeostraremos a
continuacién.

151. TEOREMAS SOBRE LOS
CUADRILATEROS

Demostraremos especialmente teeremas sobre
los paralelogramos, los trapecios y los deltoides.

152. TEOREMA XXXIV
»Los lados opuestos y los amgulos opuestos
de un paralelogramo som iguales« (tienen la

misma medida).

H.) ABCD es un # —

Frg 13

D:) Al trazarunad

A ACB=~ A CAD porque: 1 %3 = x 4 (alt. //)
(por -]”‘T_eor. de =) AC = CA (lado comii

2 :c-]
O
U
El




Este teorema nos serd muy util mas adelan-

te, pues lo aplicaremos frecuentemente.

153. TEOREMA XXXV (Reciproco del
anterior) ;

"Un cuadrilatero que tiene los lados opuestos
respectivamente de la misma medlda €s un pa-
ralelogramot.

H.) AB =CDyBC = AD
T.) AB//CDy AD // BC

D.) Al trazar una diagonal, se abtlcnc (Fig
13):

AB //= CD (porH.)
AD //- BG (porH )
AC = CA (lado comun)

AACB 2>~ ACAD porque: I
(por 4° Teor. de =) .

. %1 = 2 (ang. alternos iguales) = AB//CD
%3 = % 4 (ang. alternos iguales) = AD//BC

Por 1o tanto: ABCD es un # porque tiene
sus lados opuestos paralelos.

154. TEOREMA XXXVI
»Un cuadrilatero que tiene un par de lados igua-
les y paralelos, es un paralelogramot.

H.)AB =TD y AB // CD
T.) ABCDes #
D C

Fig. 14

A - ' B
D.) Al trazar una diagonal, se obtiene (Fig.
14):
AB = CD (por H))

%1 =%2(ah.//)
AC =CA (lado comun)

A ACB = A CAD porque:

(por 2° Teor. de =)

%3 —%4—=AD // BC |

155. TEOREMA XXXV

»Las diagonales de un paralelogramo se dimi-
dian.

H.) ABCDes #

Fig. 15
A
D_)'.Sg tiene (Fig. 15): AB - CD (por Teor.
l XX XIV)

A AMB= A CMD porque: | x1 _ x3 (alt. //)

343 = x4 (alt. //)

(por 1 Teor. de ~)

.MA =MC y MB = MD

156. TEOREMA XXXVIII (Reciproco

del anterior)

"Un cuadrilatero que tiene sus diagonales di-
midiadas es un paralelogramot.

" H)MA = MC y MB - MD

T.) ABCDes #

D

Fig. 16

A

D.) Setiene (Fig. 16):

A ABM =~ A CDM porque:

(por 2° Tf;‘O’r. de =)

. %3 —x4 — AB//TD
AB - CD

. ABCDes un # (por Teor. xxxv1)

157. TEOREMA XXXIX
»Las diagonales de un paralelogramo rectan-

gulo son de la misma medida¢. (Se cumple
en el cuadrado y en el rectangulo).
H.) ABCD es rectangulo
T.) AC = BD
)89 (



D.) Se tiene (Fig. 17):

AD - BC (porTeor

XXXIV)

A ABC =~ A ABD porque: | _ g _ gg° (por H.)
(por 2° Teor. de =) AB — BA (ladocomiin)

C =B

158. TEOREMA XL

»l.as diagonales de un paralelogramo equilatero
(cuadrado y rombo) son perpendiculares entre
sl y bisectan los angulos de los vértices«.

H AB = BC = CD = DA=ABCD es rombo

ACEBD -
Tl A1=%52 x3=%4 X5=%6,47=%8
c

. A
. D.) Setiene (Fig. 18): AN e
DA =DC (por H.)
A AMD == A CMD porque: DM = MD (lado comﬁn)l'

AM = CM (por Teor.

(por 4° Teor. de =) XXXVII)

S %e=Ae¢ =90° = DM L AB

‘%3 =x4 = DM = bisectriz.

159. TEOREMA XLI
»Los angulos basales de un trapecio isbsceles

son igualest (miden lo mismo).
H.)AB//CD y AD = BC

T)a =8y v =5

D.) Setraza por C // AD; resulta (Fig. 19):

)90(

"+ »Las diagonales de un trapecio isosceles son

1!

Fig. 19

!
!
[
I
1
!
!
!

(]

8

/
o : [«
E

A B

AECD un # (ladosopuestos / /).

.. EC = AD (por Teor. xxx1v) -
pero BC = AD (por H.)

.". BC = CE (por transitividad)
porlo tanto el A EBC es isosceles.
luego: e’ =8 ;
pero o’ =a (corresp. entre / /)

e .
Ademas:a + 6 = 180° (4 colaterales entre / /)
B + v = 180° (% colaterales entre / /)

A+ 6 =4+ ¥ (se veancelan® @ y B por

de donde 5 = v ser iguales).

160. TEOREMA XLII

igualestc.

Fig 20

D.) Se tiene (Fig. 20) Sl
AB = BA (lado comun)

A ABC= A ABD f)orque: AD = BC (por H))

(por 2° Teor. de =) a« =8 (Por Teor. xL1)

. .AC =B

161. TEOREMA XLHI
»S6lo una diagonal de un deltoide es bisectriz
de dos dngulos opuestos¢.



' H)DA -DBy CA -CB

- T)CD = bisectﬁz

D.) Setiene (Fig. 21):
: CA =CB (porH.)
A DCA = A CDB porque: | DA = DB (por H.)

“(por 4° Teor. de =)

x1=%2 y x5=%x6 = CD = bisectriz.

162. TEOREMA XLIV
»Las diagonales de un deltoide son perpendicu-

: lares«. ;
H)DA - DB y CA - GB
T.) AB L CD
D.) Setiene (Fig. 20): X1 =x%2 (por Teor.
; XLIII)
A AMC >~ A BMC porque: { CM = CM (lado
' comun)

(por 2° Teor. de =) CA -CB (por H.)

C.%3 =%4 =90° =CM L AB

163. TEOREMA XLV
2na diagonal de un deltoide dimidia a la
otrad.

H)CA - CB y DA - DB
D.) {Hagala usted! (Fig. 20)

Corolanio: »La recta que une los veértices
de dos triangulos isésceles no congruentes que
tienen la base comun, es perpendicular a ésta',
la dimidia y es bisectriz de los 4ngulos de los
vérticest. '

164. OBSERVACION
Los teoremas anteriores se pueden demostrar
aprovechando el Teorema xxnr En efecto:

CD = CD (lado comiin)

C € ala simetral de AB por ser CA = CB;

D€ a la simetral de AB por ser DA = DB,

(-- . siga usted)

165. TEOREMA XLVI

»La recta que une los centros de dos circun-
ferencias que se cortan (’circunferencias se-
cantes®), es simetral de la cuerda comun«.

i
\/

Demuéstrelo usted; puede guiarse por la

Fig. 22

observacion anterior.

166. CONSTRUCCION DE

POLIGONOS CONGRUENTES
Aprovechando la propiedad de los paralelo-
gramos de »ener los lados opuestos iguales

_ ¥ paralelos¢, se puede copiar ficilmente un .

poligeno cualguiera:

En efecto, para copiar el poligonoe ABCDEF
se trazan por sus vertices paralelas en cual-
quier direccién o en una direccion deseada. So-
bre estas paralelas se copia a partir de cada
vértice un trazo convenientemente elegido de
modo que AA’ =BB’ =CC’ =DD’ =EE’ =FF’.
Por iltimo, basta unir los puntos con »primas¢
para obtener el poligono A’B’C’IYE’F’ que
es congruente con el poligono ABCDEF por
tener sus lados y sus angulos respectivamente
iguales. _ St

¢Se podria adaptar este procedimiento’
para copiar una figura curvilinea?

)91 (



167. EJERCICIOS

En los ejercicids 1 al 4 coloque una V si lo ql;Je
se afirma es verdadero o una F si lo que se afir-
ma es falso.

1) (....) »Todo triangulo  equiangulo es

equilatero«.

2) (....) »Todo cuadrilatero equilatero es
isogonot. '

3) (....) »Todo poligono isbégono es equi-
laterot.

4) (....) »Un poligono para ser regular

debe ser isogono y equilatero a la vez (.

5) Enel # ABCD se tiene MA =MB y NC = ND.

* Demostrar que (Fig. 1):
A AMD =A CNB

: ‘J“I'J;'_ 1 D N C

A M

Lo v}

6) SiP = { # equiliteros},
Q = { # rectangulos}
a) ¢Cual es P N Q? b) ;Cual es P U Q?
¢) ¢CudlesP — O?d) ;Cudles) — P?

-7) SiU = {cuadrilateros} (Fig. 2)

A = {cuadrilateros con diagonales
- perpendiculares} ;
B = {cuadriliteros con diagonales igua-
les}.
U
A B
Fg. 2

Entonces, completar las siguientes igual-
dades, escribiendo dentro del paréntesis el
nombre del o de los cuadrilateros correspon-
dientes: '

MARB=T -  os

y92(

168. TESTS

1)

2)

3)

4)

“A) 40%;

La condicion necesaria y suficiente para °
que un cuadrilatero sea un paralelogramo
es que:

A) sus diagonales sean iguales;

B) susdiagonales sean perpendiculares;

C) que lcﬁgan un par de lados paralelos;

D) que sus diagonales se dimidien mu-
tuamente;

E) no bastan las condiciones anteriores.

Los angulos interiores de un trapezoide
son entre si como 3:4:5:6.

Entonces, el menor de sus dngulos mide:

B) 60°;

C) 80°%; D) 100°%;

E) 120°. ;

En el cuadrade QRST un punio P € TS.
Al unir P con Q) y R se determina el A
QRP que no puede ser (Fig. 3):

A) acutdangulo; B) escalené;
C) isosceles; D) equilatero;

E) rectangulo.

Fig. 3

Q "R

Los lades de un rectangulo f_nideh 35 em
y 25 cm. Al unir los puntes medios de sus
lados se forma:

A) un cuadrado de 15 cm de lado;

B) otro rectangulo de 60 ¢cm de perimetro;

C) un romboide de 30.cm de perimetro;

D) un rombo cuyas diagonales suman
60 cmy; '
E) un cuadrado de 4375 cm® de drea.




5)

Fig. 4]

7).

: A) un cuadrado;

En un exagono estrellado (estrella de

. seis puntas) se pueden distinzuir en fotal

(Fig. 4):

I) tres rombos;

IT) 6 trapecios isosceles;

I1D) ocho tridngulos equilateros.

De estas afirmaciones son verdaderas:
A) las tres; B) solo Iy Il;
C) solo I y I1I; D) solo 11 y I1I;
E) solamente ITI.

Si ‘en un cuadrilatero las diagonales son
perpendiculares y a la vez bisectrices de
los angulos, entonces se trata de:

A) un rombo o un rectingulo;

B) un paralelogramo equilatero;

C) un paralelogramo rectangular;

'D) un cuadrado o un romboide:;

E) un trapecio isésceles.

Si en un cuadrilitero RSTQ las diagona-
les RT y -86 son distintas y se cortan per-
pendicularmente en un punto P de modo
que PR =PT y PS =ﬁ2, entonces el cua-

dilatero es:

B) un rectangulo;
C€) un trapecio rectangular;
D) un rombe;

E) un trapezoide.

8) Un

9

11)

paralelogra_m& tiene las
tes propiedades:

I) los4 lados iguales

1) los 4 angulos rectos : _
I11) las diagonales perpendiculares.
Para que este paralelogramo sea un cuadra-
do debe cumplir con una de las siguientes
alternativas:

A) escondicion suficiente 1a I:

B) es condicion necesaria y suficiente la
IT;

C) es condicion necesaria y suficiente la
Ly 111 al mismo tiempo;

D) basta con la I1I:

E) debe cumplirse la I y 111 a la vez.

Si M es el punto de interseccion de las dia-
gonales del cuadrilitero RSTQ de modo
que MR =MS =MT =H(_2, entonces este
cuadrilatero es: :
A) un rombo; B) un trapecio isésce_lts;
D) un deltoide;

E) un paralelogramo rectangular. .

() un romboide;

Al unir los puntos medios de los lados
de un rombo se obtiene: 4

A) un romboide; B} un cuadrado;
€) otro rombo;
E) un deltoide.

M es el punto de interseccion de

D) un rectangulo;

las diagonales RT y SQ del cuadrilatero
RSTQ. Si estas diagonales son perpendicu-
lares, entonces el cuadrilitero no. puede
ser:

A) unrectangulo; B) un cuadrado;
C) un rombo;
E) un deltoide.

Al unir los puntos medios de los lados

D) un trapecio; -

'de un trapezoide se obtiene:

A) otrotrapezoide; B) un rectangulo;

C) un remboide; D) unrombo;

E) un deltoide.

Resp.1)D; 2)B; 3)D; 4 D: 5 A: 6)B:

7) D; 8) E; 9) E; 10) D; 11) A; 12) C.

)93 (
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17* UNIDAD

Otras relaciones métricas en el tridngulo y en el trapecio. Medianas. P

y circundada.

pal circundante -

169. Anteriormente ya hemos tratado algunas
relaciones métricas en el tridngulo y cuadrila-
tero respecto a los dngulos interiores y exteriores.
Ahora veremos otras relaciones, y para ello
conviene recordar: 1) que un triangulo tiene
tres medianas y que ’son los segmentos que se
obtienen al unir los puntos medios de dos lados;

2) que un trapecio tiene solo una mediana
que Yes el segmento que se obtiene al unir
los puntes medios de los lados no paralelos<.

170. TEOREMA XLVII

»Cada mediana de un tridngulo es paralela
al lado opuesto a ella e igual 2 la mitad de este

ladot.

H.) MC =MA y NB - NC

A

D.) Al trazar por B // AC y prolongar MN—N,

"~ se determina el A BDN obteniéndose
(Fig. 1):

: NB = NC (por H.)

A BDN 2~ A MNC porque:§ x1 - %2 (op: vérti('t).
v = vy’ {alt entre //)

(por 1"’ Teor. de =

.". BD = MC; MN = ND

~pero MA = MC (por H.)

.". ABDM esun # (por Teor. xxxv1)

)94 (

Por lo tanto:

MD // AB

MD = AB

A

En la misma forma ¢
MP // BC y MP

NP //ACyNP =

Otra demostracié

de modo que ND =N

Se une B con M § El cuadri-

latero MBDC es m - por tener
sus diagonales dir ) XXXVII),
Luego: BD = _ABDM

es # (Teor. xxxvI).

Por lo tanto:

i B9l

pero como MN -AB
171. TEOREM :
- "La paralela me alelas, di-

" midia a todo segmen ire las parale-

las«.

H)L //L”L




Fig. 4

LII

AB cualquier segmento con A € L' y
- BeL" (Fig. 4).
T) MA - MB
D.) Por el punto de interseccion M de L con
AB se traza la perpendicular a las parale-
las " y L. Resulra:
(MC - MD (por H))
%1=%2 =90° (por
construceion)
A 3 =44 (op. vértice)

A ACM =~ A BDM porque:

(por 1"r.Tcor. de >}

MA = MB

Corofario: De este: teorema se obtiene la
siguiente construccion: para dibujar la paralela
media basta unir los puntos medies de dos seg-

mentos trazados entre las paralelas.

172. TEOREMA XLIX

»LLa mediana de un trapecio es paralela a las

bases e igual a las semisumas de ellas«.

Fir 5 D C |:
f

A

H.) MA - MD.NB - NC (Fig. 5)
MN = mediana

2) MN 2B+

D) D; acuerdo con el corolario del teorema
anterior, al ser AB // CD y M A N puntos
medios de los segmentos AD y BC, resulta
MN // A_B‘yﬁﬁpor ser paralela media.

D, .)Para segunda parte se traza por

N// AD vy se prolonga DC — C resultando:

esta

NB = NC (por H.)
X1 =%2 (op. vértice)

A EBN =~ A FCN porque:,

(porl “Teor. de =) 5 =.B'(alt.entre//)
. CE — BE .
Pero, siendo AEFD un paralelogramo se
obtiene:
DF = DC +CF
2-MN - AE +DF — MN - AE4DF

pero: AE = AB — BE de donde:

\/{N={ )2“'( + )

£ it

i . AB £DC
MN = -

celat con + CF por seriguales.

puesto gue “BE se Ncan-

173. TEOREMA L
"Lia paralela: trazada por el punto medio de un
lado a otro lado de un tridngulo, coincide con la

mediana correspondientet.

MC. MN // AB

H)MA =
T.) NB

D.) Setraza por N // AC; resulta (Fig. 6)
ADNM ‘un paralelogramo - (por tener dos
pares de lados paralelos). Porlo tanto:

ND = MA (por Teor. xxx1v)
pero MC = MA (por H))
ND - MC
Con esto se abtiene: SR as
| CM - ND
ADBN =~ AMNC porque: ¥ = (alt. entre //)
“(por 1 Te(_}r. de =) a =o'’ (Teor. xi1)
NB - NC =

MN = mediana.
: )95 (



174. TEOREMA LI
»La paralela a las bases de un trapecio trazada
por €l punto medio de uno de los lados no para-

lelos, coincide con la mediana del trapeciot.

H.) MA - MD: MN // AByCD

T.) NB = NG

Fig 7

A

D.) Basta aplicar el teorema anterior, obte-
niendose: EB = ED; esto quiere decir
que E es punto medio de BD (Fig. 7).
Anélogai‘nemc, se demuestra que NB =NC,
es decir: MN .= mediana, :

Olra demastracién: Debemos  demostrar

" que MN es para!ela a las bases y, a la vez, media-

na del trapecio ABCD (Fig. 8).

: Se traza por C y N la paralela al lado AD,
resultando: :

NF = AM = m (lados

5 : opuestos de un #)

CE = MD = m (lados
A ENC >~ A FBN pues: opuestos de un %)
‘ %1 = %2 (correspon.

entre //)

(por 1" Teor. de =) %3 = %4 (idem.)

... NB = NC; por Io tanto: MN = mediana

)36¢

Ademas:

MN = DC +EN (pues DC = ME)

MN - AB — BF (puesMN = AF)

2MN = DC + AB (pues EN = BF)

Il

Por lo tanto: MN = M

175. RELACIONES ENTRE LOS

LADOS Y ANGULOS DE UN
TRIANGULO

Ya demostramos en el Teorema XxXVi que Yen
un t'riéngulo a los lados iguales se oponen 4ngu- ;
los igualest y, reciprocamente, Ya los angulos
iguales se oponen angules igualest. Es decir:
Sia=besa =8 '

Fio, 9

A : B
En seguida, veremos y demostraremos

otras relaciones metricas.

176. TEOREMA Lil

»En un triangulo a mayor lado se opone mayer

angulo.

H.) BC > AC

T)o >B
Fug 10

D.) Se hace CD = CA formandase el A isosceles -
ADC: Por lo tanto (Fig. 10):

" %CAD =xCDA = 5

Como- § es angulo exterior del A ABD.

.se obtiene (por Teor. xvil);




5 =8 +e = & > 3 (por Ax. A) ~
pero¢ > & (porAx. A)J

Al sumar se obtiene:

6+a>B+48 (se ncancelant los términos

o8 igualés)

177. TEOREMA LI (Reciproco del anterior)
»En un tridngulo a mayor angulo se opone

mayor ladot.
H)XBAC =¢, xABC =8, a>8
T.) BC > AC '

D.) En A secopia 8 =% BAD (Fig. 11).

C

A B

Resulta: A ABD isosceles (Teor. xxvi)
de donde: DA = DB :

Pero AD +DC > AC (por Ax. H)

o bien: BD + DC > AC (por Ax. D)
Luego: BC > AC :

Corolarios: 1) La hipotenusa de un trizn-
gulo rectangulo es el lado mayor.
2) En un triangulo obtusingulo el lado

opuesto al angulo obtuso es el lade mavor.

178. TEOREMA LIV _
"Cada lado de un triangulo es menor que la su-
ma de los otros dos lados y, a la vez, es mayor que

la diferencia de ellost.
H.) a, b v ¢ son las medidas de los lados del
A ABC (Fig. 12). :

T)
|a<‘0+c Hazc=b
Db <ate I {b>a—c
]c<a+b c>a-b

Fig 12

N

N a
~
»
(S8

c-

D.) Sehate AD =AC =b=DB =¢ - b
En el A isosceles DCA se verifica:

o +2p =180° = o = 90° —

1olg

Como s +¢ =180°=45 =90° + §
(% obtuso)
SiendoxACB =y = ¢ =4 —p :
De lo anterior se obtiene:
5 = 90° (& obtuso)
¢ < 90° (el A DBC no puede tener mas
de un angulo obtuso)

por lotanto: 6> e=a>c —b (por el Teor. L),

La demostracion de las primeras desigual-
dades es obvia, pues se cumplen por el Axioma

H (N° 49).

Otra demostracion: Como »la distancia mas
corta entre dos puntos es el trazo que los uned
(Ax. H), obtenemos: ;
< a +b; analogamente: a < b +c. Al restar
"b¢ en ambos miembros de esta desigualdad,

resulta: '
a-b<hic-p— c>a-b

e<a—+b

Porlotanto: { — —— ~—
¢c>a —b

179. COROLARIO
La central de dos circunferencias secantes (que

se cortan) es menor que la suma de los radios de




las circunferencias y mayor que la diferencia de

ellas. Por lo tanto (Fig. 13):

R -r<OQ <R +r

180. OBSERVACION
Dados tres trazos de magnitud conocida no
siempre es posible construir un triangulo con
ellos. Para que esto sea posible los tres trazos de-
ben cumplir con este teorema (LIV)..
Por ejemplo, trate de construir un tridngu-
lo en que a=4 cm, b =5 cm y ¢ =10 cm. Vera
que no es posible puesto que:
4 cm<5 cm + 10cmy4em < 10cm — 5 cm
debiendo ser Ymayor(; '
10 em > 5 cm +4 cm y debiera ser Pmenort;
5c¢m<10¢cm —4 cm y debiera ser »mayor¢,

etc.

181. TEOREMA LV

Demostrar que »la transversal de gravedad co-
rrespondicnte a un lado de un triangulo, es me-
nor que la semisuma de los otros dos lados.

: Por ejemplo, demuestre usted que

b +¢
t; = 5

. Indicacién: duplique t, y forme el # ABDC;
aplique el Teor. LIv.

182. TEOREMA LVI
»La poligonal convexa circundante es de mayor
-longitud que la poligonal circundada correspon-
diente que tiene los mismos extremos.

(Recuerde que »una poligonal es convexa
cuando una transversal la corta maximo en dos
pluntos). :
H.) Poligonal AEFGD circunda a la poligonal

ABCD (Fig. 14).

)98(

T.) AE + EF + FG + GD > AB + BC +CD

D.) Se prolongan AB y BC hasta cortar la poli-
gonal circundante. Como »la distancia mas
corta entre dos puntos es el trazo que los
unel, resulta: :

AB +BM < AE +EF +WI :
BC +CN < BM +MG+TI+

CD <CN +ND

o]

AB +BXI +BC + PN +CD <

AE 4+ EF + FM + BX1 + MG + GN+OK + ND
al peancelar® los trazos iguales se obtiene:

AB +BC +CD <

AE +EF + (FM +MG) + (GN + ND)

¥ b
luego:

AB +BC +CD < AE +EF +FG +GD
(q.e.d)
Otra demostracion:

Se unen los puntos como se indica en la figura
15:

Entonces: o

a<m +Xx
+ob<y 4z
c <w +q

a+b+e<m+tixty +z+w) +gq
pero: x+y>nhz+w.>p
Por lo tanto, con mayor razon sera:

m+n+p +tg>a+b+c

183. TEOREMA LVII
»Demostrar que de dos oblicuas, trazadas des-

de un punto a una recta, la mayor forma un menor

angulo con la recta que la otrat.




Fig. 16
(I

a)BYB)
A B H

H.) PA > PB (Fig. 16)
T)a <8

D.) Comef = + v (por Teor. xvi)
se obtienea < 8 (por Ax. A).

184. TEOREMA LVII

»De dos oblicuas trazadas desde un punto a una
recta la mayor es la que tiene su extremo movil
mas distante del pie de la perpendicular del pun-
to a la rectat. ;

H) AH > BH (Fig. 16)

T.) PA >PB :

D.) En el A AHP se tiene o = % agudo
por ser un triangulo rectangulo.

Anilogamente, ¢n el A recting. BHP
el X 8 = % agudo y por lo tanto, 8 =
obtuso de donde: 8° > «

Aplicando el Teor. m al A ABP
resulta= PA > PB

Otra demostracion: Se duplica PH de modo
que PH = PH. (Fig. 17).

(in

Fig. 17 : X
ig \\\
p!
Entonces, por el Teor: LV, se tiene:
PA + AP’ > PB +BP
luego:

2 -PA >2PB,osea: PA > PB

Corolarios: _'1') Dos oblicuas que tienen
sus extremos libres a igual distancia del pie de
la perpendicular, son iguales. '

SiMA - MB = PA - PB (Fig. 18)

Fig. 18

2) De lo anterior: Todo punto de la sime-
tal de un trazo equidista de los extremos.

185. EJERCICIOS

1) Demeostrar que las medianas de un trian-
gulo lo dividen en cuatro triangulos con-
gruentes. _

2) Demostrar que al unir sucesivamente los
puntos medios de los lados de un trapezoi-
de se obtiene un paralelogramo.

3) Demostrar que el perimetro del cuadri-
latero que se obtiene al unir sucesivamen-
te los puntos medios de los lados de un tra-
pezoide equivale a la suma de las diagona-
les del trapezoide. _

4) Demostrar que al unir los puntos medios
de los lados de un rectangulo se obtiene
un rombo.

5) Demostrar que al cortar dos rectas L; y
L; por varias paralelas de modo que
a2 47 5 resulta BB ohT o

(Fig. 1). : '

/ Fig. 1"
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6)

MN = 2 es la mediana del trapecio QRST:
Ademas, MQ =x, NS = y (Fig. 2).

S Fig. 2

R

Demostrar que el perimetro de este tra-

peciovale: 2% (x +y +z).

Un operario vive en un sitio A y trabaja
en uno B, ambos, situados al mismo lado
de un arroyo L. El operario tiene por obli-
gacion lavarse en el arroyo antes de llegar
a B. Calcular el punto P del arroyo de modo
que la distancia. APB sea la mas corta de

todas (Fig. 3).

Fig. 3

186. TESTS

1)

Se tienen tres puntos R, S y T de un plano.

. Entonces, siendo ‘puntos cualesquiera, se

2)

cumple solo una de las alternativas siguien-

tes:

A) RS < RT + ST;

B) RS < RT + ST;
C) RS = RT - 5T;
D)'RS>RT ST .
E) cualquiera de e!las.','

Se afirma que tres segmentos dados de-
terminan un triangulo: :

I) cuando cada segmento es menor
que la suma de los orros dos; :

II) cuando cada segmento es mayor que
la diferencia entre los otros dos; "

construir = un

IIT) siempre es posible

triangulo dados tres segmentos.
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“ De estas afirmaciones son verdaderas:

- A) soloL; B) sélo II:
C) solo I1I; - D) soloLyll;
E) lastres. T

Fig. 4 .

THEL R

3) En el A SRT (Fig. 4) se unen los pun-

4)

5)

tos medios V y M de dos lados. Si MV = 4
cem y SM =3,5 e¢m, entonces el perimetro
del trapecio SRVM es en cm:

A) 19; B) 19,5

C) 17,5; D) 23.5;

'E) falta mayor informacion.

Los lados de un tridngulo miden respec-

- tivamente a = 3 pulgadas, b = 12 pulga-

das, ¢ =7 pulgadas. Marque la alternativa
correcta: .

A) el A es rectangulo;

B) el A es acutangulo;

C) el A es dbtuséngulo;

D) su semiperimetroes 11 pulgadas;

E) todo lo anterior no es posible.

En los itemes 5 al 8 coloque dentro del pa-
réntesis una V si la afirmacion es verdade-
dera o una F si esfalsa.

M N

(... Los lados del A MNP miden
18 ecm, 12 ecm y 10 em. Se unen los puntos

. medios de sus lados y se trazan las media-

nas del tridngulo que se formo. El perime-

* trodel A QRS mide 10 ¢cm (Fig. 5).




6) (...) Los lados de un triangulo miden 12
.cm, 7 cm y 5 cm. El perimetro de este trian-
gulo mide 24 em. :
ae ) En el trapecio QRST se traza la me-
diana MN =z y.SU // QT. El perimetro
del tr.iénguie URS vale (Fig. 6):

Fig 6

!
2x +2y + % =7

8 (.) En un A SRT la mediana VM
mide 40 em, VI =45 ¢m y RM =35 cm.
Entonces, el perimetro del trapecio SRMV : :
que se forma equivale a los 5/6 del perime- : Resp i 1) B:2)D: 3) E: Y E; 5) V. 6) EL 7} F;
tro del triangulo SRT. B V.

L Lulpd DRAVEDRA
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18> UNIDAD
Simetria axial. Simetria central.

187. SIMETRIA AXIAL
Se refiere a la simetria respecto a un eje o recta.

: Definicion: Dos puntos A y B son simétri-
| cos respecto a un eje L (o recta L) cuando este
eje es simetral del trazo que determinan A y B

(Fig. 1).

L
X
A B
} . =
 Fig. 1
by 4
2T

~ Como una figura esta formada de puntos
puede ampliarse la definicién anterior dicien-
do: »Dos figuras son simétricas respecto a un
eje cuando este eje es la simetral de los trazos
que determinan dos puntos é_orrespondientes
de las figuras«,

Entonces, debe cumplirse (Fig. 2):

1} MlA =M1A’; NI:;E =M2E,;
M:B = M;B’; MD-M.D’;
MsC=-M.C,...

II) El eje L debe ser la simetral de AA’,
BB, CC’, DD’ ¥ EE.

Cuando se cumplan estas condiciones di-
remos que los pdligonos ABCDE y ABC’
D’E’ son simétricos respecto a la recta L que
pasa a ser el eje de simetria.

Por lo tanto, para construir la figura simé-
trica de otra figura dada se determinan los pun-
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tos simétricos de la primera respecto al eje o
recta dada. Para esto basta trazar de cada punto -
de la primera figura la perpendicular al eje y
prolongarla en igual magnitud.

Como ejercicio determine la figura simeé-
trica del poligono K respecto a la recta L (Fig.

Pero no solo los poligonos pueden tener
simetria” axial sino que también cualquier fi-
gura.

Por ejemplo: eche una gota de tinta sobre
una hoja de su cuaderno y déblela presionando
de modo que el doblez sea el eje de simetria.

¢Ha estudiado en Optica las imégenes
que producen los espejos plhnos? «Qué puede
decir de ellas?

Sobre la simetria axial podemos hacer
las siguientes consideraciones:

1) Si hacemos rotar en 180° una de las
figuras en torno al eje de simetria, se suber_pone
sobre la otra coincidiendo sus elementos homé-
logos. Por lo tanto: »Las figuras que son simé-
tricas respecto a un eje son, a su vez, congruen-
tes,

2) »Los puntos pertenccientes al eje de
simetria son simétricos de si mismos«.

3) ¢Cual es el eje de simetria de un trian-
gulo isosceles? .

4) ;Qué puede decirse de la bisectriz de
un dngulo en cuanto a la simetria? '

5) ¢Cual es el eje de simetria de dos rec:
tas que se cortan?

6) ;Cual es el eje de simetria de dos rectas
paralelas?

7) ¢Cual es el eje de simetria de’un circu-
lo? :




8) ;Cual es el eje de simetria de un
cuadrado?, ;de un rectangulo?

188. SIMETRIA CENTRAL
Se refiere a la. simetria respecto a un punto el
cual sellama "centro de simetria¥.

Definwcion: "Dos  figuras son centrica-
mente simétricas respecto a un punto cuando
al girar una de ellas en 180° en torno a este pu'n-
to coinecide totalmente con la otra. ;

Para construir la figura céntricamente
simeétrica del poligono ABCDE se elige un pun-

to O gue se une con todos los vértices del poligo-

no. Se prolongan estas uniones en igual magni-
tud de modo que OA =OA’, OB =OB’, etc.

Finalmente, se unen sucesivamente A’
con B’, B’ con C’, etc. (Fig. 4).

Se obtiene de este modo el poligono
A'B'C’IYE’ céntricamente simeétrico coﬁ el
ABCDE, pues al girar A en 180° en torno a O
cae sobre A’; andlogamente B sobre B’, C sobre
C’, etc.

Los puntos que coinciden después del

giro en 180° se llaman »puntos céntricamente

simétricost y las rectas que unen el Yeentro de
simetria® con estos puntos se llaman rayos de
stmetria.

Como OA =0A’, OB =0B’, OC =00,
etc. AE =A’E’, AB =A’B’, etc.,
resulta: X AOE = x A’OE’, XEOD = x E'OD’,
etc., y, por lo tanto:

a) dlos rayos simétricos forman angulos iguales
con los trazos simeétricos;

b) Mrazos centricamente simétricos son igua-
les'y paralelos«;

¢) Ma circunferencia y el circulo son céntri-
camente simétricos respecto al centro del
circulos;

d) Yun paralelogramo es céntricamente simeé-
trico respecto al punto de interseccion de
las diagonales«.

7189. En la figura 5 construir el triangulo cén-

tricamente simetrico del A ABO respecto al

punto O.

Fig 5

Observacion: Mucho de los teoremas ya

demostrados®© sobre  bisectrices, simetrales,
triangulo isoseeles y paralelogramos pueden ser

demostrados por simetria.




19* UNIDAD

Puntos singulares en el tridngulo. Ortocentro, circunscentro, incentro, centro de gravedad

y centros de las circunferencias ex inscritas.

190. En el inangulo existe una serie de puntos
que tienen propiedades muy particulares y es

por eso que se conocen como Punfos singulares '

del tnidngulo, algunos de los cuales ya hemos
nombrado mas atrds (7° Unidad) como el cir-
cunscentro, el incentro, el ortocentro, el centro
- de gravedad y los centros de las circunferen-
cias ex inscritas. No son estos los tinicos puntos
especiales que existen'en el triangulo ya que se
pueden nombrar otros mas, como el centro de la
circunferencia de Euler, el punto de Nagel, el
punto de Gerg_onne, efc., que no trataremos en
este texto. (Los interesados pueden consultar
el Tomo I1 de Matematica sobre el punto de Nagel
y €l de Gergonne).

197. TEOREMA LIX
- YLas tres simetrales de los lados de un triangulo
'confu_rren en ' un mismo punto que equidista
de los tres vértices del triangulo«. (Este punto
de interseccion es el circunscentro o centro de

la circunferencia circunscrita de radio »re),
H.).S. = simetral de BC

Sy = simetral de AC
MB: se une O con M.

SeN 8 = {O}

AM -
T.) OM =

Se

Fig. 1

‘D.) Aplicando el Teor. xx11 se tiene (Fig. 1):
OA =0C {por ser O'un punto de ;)
OB =OC (por ser O un punto.de 8;)
= OB (por transitividad).

3104 (

Es decir, el punto O equidista también de
los extremos del trazo AB y, por lo tanto, OM es
S: (por Teor. xxum). :

192. TEOREMA LX
»Las tres bisectrices de los angulos interiores
de un tridngulo se cortan en un mismo punto que
equidista de los tres lados del tridngulo®. (Es,
por lo tanto, el incentro o centro de la circunfe-
rencia inscrita de radio »p).
H.) AP = bisectrizde o = b,

BQ = bisectrizde g = by

Se une C con O siendo {O} = ba N b,
T.) CO = bisectrizdey = by

C

Fig. 2

D.) Desde O se trazan las perpendiculares a
los tres lados del triangulo; al aplicar el
Teorema xx1v se obtiene (Fig. 2):

OD = OF (por ser O un punto de b, )
OD = OFE (por ser O un punto de by )

‘. OE = OF (por transitividad).

Es decir, el punto O equidista de los lados del an-
gulo y y, por lo tanto, CO es la bisectriz de
. (por Teor. xxv).

193. TEOREMA LXI

»Las bisectrices de dos angulos exteriores de un.
tridngulo y la bisectriz del angulo interior no
adyacente a ellos, se cortan en un mismo punto




que equidista de un lado y de las prolongaciones
de los otros dos lados del triangulot.
(El punto de concurrencia es, por lo tanto,

el centro 'de una de las tres circunferencias ex

inscritas al triangulo y de radios pq, ps. po)-

H) 6 y e son % exteriores; a = angulo :
. no adyacente.
La bisectriz de § y lade e se cortanen O,.
Se une A con O,.
T.) AO. =be
D.) Aplicando el Teor. xX1v, se obtiene (Fig.
3):
0,8 = O.R (por ser O, un punto de b, )
O, T =O.R (por ser O, un puntode bs )

. 0,8 =0,T (por transitividad)

Por lo tanto, O, equidista de los lados
del angulo o y, de acuerdo con el Teor. xxv,
pertenece tambien a su bisectriz.

En la misma forma se demuestra para los
otros dos lados obteniéndose la figura 6 del N° 68).

194. TEOREMA LXII
»Las tres alturas de un triangulo se cortan en un

mismo punto que es el ortocentro del triangulo«.

H.) Se trazan las tres alturas:

CD =h., BF =h;, AE =h.

T.) he (Y b () b = {H]

D.) Por cada vértice se traza la paralela al
lado opuesto formandose el A MNP
y los # ABNC, # ABCP y # AMBC
(Fig. 4). : :
Entonces, de acuerdo al Teor. XXX1v se

tiene:

. CN = CP (por transitividad)

D es la

Esta conclusion indica que h, =
simetral del lado PN.

Analogamente:

| =
88

- AM
_AP
BN = AP o decicr~

h, =AE es simetral del lado MP. En la misma
forma se demuestra que h, = BF es la simetral
del lado MN.

Pero, segun el Teor. LIX, h,, hi, h. con-
CuUrren a um mismo punto por ser simetrales del
triangulo MNP.

195. TEOREMA LXI1I

nLas tres transversales de gravedad de un tridn-
gulo se cortan en:un mismo punto que es el
»eentro de gravedad« del triangulo (o baricen-

tro)k,

H.) Se trazan AE =t,, BD=t, que se cor-
tan en un punto G. :
Se une C con G y se prolonga hasta cortar
a AB en un punto M (Fig. 5).

Fig. 5
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T.) MA = MB=CM =1t

1).) Se trazan per B // AE y por A //BD for-
mandose el # AFBG (lados opuestos pa-
ralelos). Como las diagonales de un para-
logramo se dimidian (Teor. 'xxxvu), re-
sulta: '

MA =MB v, por tonsiguiente, CM =t
196. TEOREMA LXIV
YEl' centro de gravedad de un triangulo divide
a cada transversal de gmvedad en dos segmentos
de modo que el segmento vecino al vértice es el

doble del vecino al lado«.

H.) AE =t,. BD =1, CM =t

t_aﬁtaﬂtc::(;i
T.) AG =2-GE, BG=2-GD, CG =2-GM
(Fig. 6).

Fig. 6

D.) Se traza BF // AG, AF //BG.BH//CG y
CH //BG

Sabemos que los lados opuestos de un pa-
ralelogramo son iguales y que sus diagonales
se dimidian, entonces en el # AFBG yenel #
BHCG se tiene:

GA =FB
GE -EH
GA -GH
pero GE =EH
GA =2-GE

En forma analoga demuestre usted que

CG -2 .GM BG =2 -GD

) 106 (

197. COROLARIOS DE ESTE TEOREMA4

1) MEl centro de gravedad de un triangulo
divide a cada transversal de gravedad en
dos segmentos que estin en la razéon de
21w
Es decir:

XG:CT:BTT:@:Eﬁ:W =

2
—

YEl centro de gravedad de un triangulo di-
vide a cada transversal de gravedad en dos:
segmentos de modo que el segmento ma-
yor es 2/3 de toda la transversal y el seg-

mento menor es 1/3 de ella«.

O sea:

_‘E=% IayGE=%"[a
BG=% -4yGD = + 'y
CG==%-tyGM=+ -t

198. EJERCICIOS

1) Se tiene una circunferencia de-la cual no
se conoce su centro. ;Como puede determi-
narselo?

2) Dibujar la bisectriz del angulo formado
por dos rectas L' y L cuyo vertice queda

fuera de esta hoja (su vértice no se conoce

o es inaccesible) (Fig. 7):

1* solucidn: Se traza una transversal L
que corta a L” y a L” en los puntos A y B
(Fig. 7).

Se trazan las bisectrices de los angulos en
AyB. '

La recta que une los puntos de interseccion
de estas bisectrices determina la bisectniz
pedida.

2° solucion: (Fig. 8):' Se elige conve-




R

3)

e e
e e e —

nientemente un traze »a¢ y se trazan las
paralelas a L’ y L” a esta distancia de
modo que se corten en un punto O. Ahora,
basta trazar la bisectriz del % en O.
3 solucion: Se eligen dos distancias

»a« y »by, siendo a # b (Fig. 9).

LI

L“

Se trazan las paralelas a la distancia »a«
y a la distancia »b« de L’ y L™.
La bisectriz pedida es la recta 00’

El vértice P del én'gulo formado por L’
y L” queda fuera de esta hoja (es inacce-
sible). Los lados de este angulo son corta-
dos per una recta L. Trazar desde P (sin
prolongar los lados) la perpendicular a la
recta L (Fig. 10).

i dae

P

!l

/]

\

f -

VH

]

I

1"\

[\

[}
M/
i'-‘""'"'fg o Fig. 10

L

Solucion: se trazan las alturas h, = AE
y hy =BF del A ‘ABP que al cortarse
determinan el ortocentro H. Basta trazar
desde H la perpendicular a AB y su prolon-
gacion pasara por P.

199. TESTS .

1)

2)

3)

En el tridngulo equilitero SRT se traza
la altura SV y la bisectriz TM. Si QM =3
cm, entonces la medida de SV es (Fig. 11):

o
Fig 11
AV
Q
s M R
A) 6 cm; B) 4,5 em;
C) 9 em; D) 12 em;

_E) no puede saberse.

En el triangulo equilatero SRT se traza
la altura TH, la bisectriz SV y la transversal

- de gravedad RM. Entonces, al cortarse

forman (Fig. 12):
e

Fig. 12

S H R

A) parte de un sector circular;

B) tres punmtos distintos de una circunfe-

 rencia; : ;

Q) un triangulo equilatero;

D) una circunferencia de radio cero;

E) un triangulo rectangulo isosceles.

Se afirma de un tridngulo rectingulo

que:

I} no tiene ortocentro;

II) la transversal de gravedad que parte
del vértice del angulo recto es igual a
la mitad de la hipotenusa;

III) se le puede circunscribir una semi-
circunferencia.

A) solo]a I esfalsa;

B) solola Il es verdadera;

C) soélola I es falsa;

D) las tres son verdaderas;

E) las tres son falsas.
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4) Se af irma que:

I) en un A obtusangulo tanto el in-

~ centro como el circunscentro quedan
fuera de la region interior del A ;

I) tanto el ortocentro como el centro
‘de gravedad de un A obtusangulo
“‘quedan dentro del A;

Il)en un A rectangulo el incentro

- est en el punto medio de la hipotenusa

3 1ba-_{

y el centro de gravedad coincide con el_
vértice del angulo recto.

Son verdaderas:
.A) solo I; B) soloII;
C) sélo IIT; D) las tres;
E}'n-iugﬁn;a_ :

| Resp.: 1 =G

2 =D; 3 =A; 4=E.-




OPTATIVO i

200 UNIDAD

_S»q AVEDR A

Construccién de tridngulos y cuadriliteros. Relaciones en el triangulo, en el paralelogramo,

en el trapecio y en el trapezoide. Datum.

200. CONSTRUCCION DE TRIANGULOS

Y CUADRILATEROS :
En la resolucién y construccién de un problema
geométrico se distinguen cuatro etapas princi-
..pa_les:

1°. El andlisis. En este primer paso, tal
vez el principal, se supone el problema resuelto
dibujandose una figura de ana’!isis,' en la cual
se ubican los datos del problema propuesto.

Por ejemplo, si se pide construir un triin-
gulo dados el lado e y los angulos « y 3, se
comenzara por dibujar un A ABC (jue s€ sul-
pone es el que se pide. En este triangulo se sena-
lan los datos c =AB,«=%BAC y g=%ABC

(Fig. 1).

A £ B8

En seguida se razona —de acuerde con
las condiciones del problema— y se va indican-
do el camino a seguir para llegar a construir
lo que-se pide, En esta parte es muy 1til el empleo
de definiciones, lugares geometricos y teoremas.

" En nuestro ejemplo se dira que al copiar
new se determinan los vértices' A y B. Solo que-
da por determinar el vertice C para lo cual basta

copiar « en A y 8 en B. La interseccién de

los »lados libres« de estos dos angulos determi-
na C. ;

En muchos casos la solucién no es tan in-
mediata como la anterior y es necésario dividir
la figura de analisis en partes auxihares, Ia cual
o las cuales serviran de base para comenzar la
resolucion o construccion del problema.

Por ejemplo: construir un tridngulo del

cual se conoce la altura h, el x « y la bisec-

- triz bs.

De ahora en adelante los problemas de este -
tipo de construcciones de triingulos lo indica-
A h, a, b (significa:
Yconstruir un tridngulo dados la altura h., e

remos tan solo por:

% w 'y la bisectriz by«).
Nuestro analisis sera (Fig. 2):

c.

A H E e

Sea ABC el trlangulo pedldo, en el cual
CH =h., CE =byy % CAB =

Se construye previamente el A AHC
con CH = h, x CAH = oy % CHA = 90°.
A este triangulo de partida lo llamaremos tridn-
gulo auxiliar, es decir: A aux. AHC.

Construido este triangulo solo queda por
determinar el vértice B. :

Pero antes es previo determinar el punto
E que esta a la distancia by de C. Por lo tanto;

1°) AH — H
Ls. Gs. para E: o) =F
- 2%) arco © (G, by)-
Finalmente, para determinar B se prolonga

AE —E y se duplica el % ACE = % -5, pues
CE es bisectriz.
En muchas construcciones __de este tipo el

triangule auxiliar 1o es unico, sino que pueden

“existir mas de uno y, en estos casos, debe elegir-

se el mas comode de construir. En nuestro

ejemplo, jcuadl podria ser tambien el trian-
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gulo. auxiliar? (Busque otro triangulo distinto
a A AHC en el cual se conozcan tres elemen-
tos para iniciar la construccion).

2. Construccidn. Consiste en construir
la figura pedida con los datos de magnitud
dada. Para esto es conveniente hacer la cons-
truccién siguiendo el camino indicado por el
analisis y, por lo tanto, debe construirse primero
el tridngulo auxiliar, etc. En esta etapa tiene
importancia el saber copiar angulos, trazar
paralelas, perpendiculares y bisectrices.

3'. Demostracion. Esta parte tiene por
objeto hacer ver que la figura construida cum-
ple con los datos y las condiciones del problema
propuesto.

4 Discusién. Muchas veces en los pro-
blemas geomeétricos es necesario indicar el ni-
mero de soluciones que puede tener un proble-
ma, en qué casos la construccién puede realizar-
se con los elementos dados y en cuales no existe
solucién.

En los dos ejemplos que hemos desarro-
llado podemos decir que el primer problema
tiene maximo 1 solucién y que no tiene solucion
sie +8 = 180°% :

En el otro ejemplo el problema no tiene
solucion si by < h., pues en este caso la ©
(€, by) no corta a la base del triangulo.

De estas cuatro etapas en la construccién
de triangulos y de construcciones geomeétricas,
en general, es el andlisis la mas importante y
después, en importancia, sigue la construc-
cién. Salvo casos en que sea necesario hacerlo,
no se considerara la demostracion y la discusion.
De esta manera procederemos en los proble-
mas siguientes en los cuales daremos una indi-
cacion para -el andlisis y solucion. (Al dar una
vindicaciont no significa que es el tnico camino
a seguir y, muchas, veces usted encontrari. otro
medio mas facil de resolver el problema que el
indicado).

Pero para facilitar el analisis demostra-
remos, a continuacion, 'algunas relaciones en
el triangulo y en los cuadriliteros en general.

201. OBSERVACION
Para construir un tridngulo cualquiera se ne-
cesitan (tres dalos independientes entre si de
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A B
los cuales uno de ellos, por lo menos, debe ser
un dato lineal (ﬁn lado, una altura, una bisec-
triz, un radio, etc.).

Al trazar una diagonal de un cuadrilate-
ro, éste queda dividido en dos triangulos y, por
lo tanto, para construir un cuadrilatero se ne-
cesitan 5 datos, pues al construir uno de los dos
triangulos queda determinado un lado del
otro (sera un lado comin).

A medida que a los tridngulos o cuadrila-
teros se le asignan ciertas condiciones o propie-
dades, el nimero de datos va disminuyendo en
uno por cada condicion. De este modo para cons-
truir los siguientes triangulos y cuadrilateros
se necesita el nimero de datos que se indican:

Tridngulo cualquiera = 3 datos independien-

tes entre si.

Triangulo isosceles = 2 datos independientes
' entre si.
Triangulo rectangulo = 2 datos independien-

tes entre si.
Triangulo equilatero = 1 dato lineal.

trapezoide cualquiera = 5 datos independien-
tes.

tﬁapecio = 4 datos (el 5° dato es el paralelismo
de dos lados) :

trapecio isosceles = 3 datos

trapecio rectangulo = 3 datos

paralelogramo (romboide) =3 datos

rombo = 2 dates

rﬁcténglﬂo = 2 datos

cuadrado = 1 dato lineal

cuadrilatero circunscri;lnible = 4-datos

cuadrilatero inscriptible = 4 datos

cuadrilatero inscriptible y circunscriptible a la

vez = 3 datos.




202. RELACIONES EN UN TRIANGULO

A) Perimetro y semiperimelro. :

Siendo BC = a, AC = b, AB = cse obtiene:
2s = perimetro = a +b +¢

a+hbh+c

S SlepEI'lmCtl‘O = 3

]

.~ Se dibuja la circunferencia inscrita, re-
sultando:

@

OE =OF =
C

A X D y B
Haremos las siguientes designaciones:
AD =AF =x, BD=BE=y, CE=CF =2

Con estas anotaciones podemos estable-

cer las siguientes relaciones:
2s=a +b +c=2x+2y +2z

=’S=X+Y+Zz—%i-c—

De aqui resulta:

x =8 — (y +z),peroy +z =a

por lo tanto: X =5 —a

Con anilogo desarrollo se obtiene:

Z =S—c¢C y =s—b

Con esto podemos enunciar el siguiente
teorema:

203. TEOREMA LXV

YEn un triangulo la distancia entre un vértice

y el punto de tangencia de la circunferencia ins-
crita es igual a la diferencia entre el semiperi-
metro y el lado opuesto al vértice«.

Con una de las circunferencias ex inscrita
se tiene:

AS =AT;BS =BR =m; CR=CT =n

A c B m S
Entonces:
AS = c+m
+

(AT =b+n

AS + AT = m +n +b +¢

AS + AT = a +b +c,puesm +n =a

luego:

AS +AT =25 — ‘A_S=s;ﬁ=_s pucsTA§=ﬁ

~ De aqui el siguiente teorema:

294. TEOREMA LXVI®
YEn un triangulo la distancia desde un vertice
al punto de tangencia de la circunferencia ex-
inscrita correspondiente al lado opuesto es igual
al semiperimetro del triangulo.

Como corolario de este teorema se obtie-
nen ademas las siguientes relaciones:

ct+tm=s =

b+n =s = | n =s—b-y

Para las etras dos circunferencias ex-ins-
critas se obtienen relaciones anilogas que es
facil escribirlas por analogia sin necesidad de
deducirlas. Por ejemplo, en la figura 6 del N° 68.
indicar el valor de los siguientes segmentos:

AK=..;BQ=..;CL =..;CJ =..;CT=.;
KS-. ;PL-..;MT-=..;PN=,_ :KP =

A continuacion desarrollaremos algunos
problemas aplicando estas relaciones y dejare-

mos otros para que usted los resuelva.
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205. EJERCICIOS
1) Construir un A dados: s, o, h.

2)

3)

_cado por el analisis.

Andlisis: 1) Con s =AS =AT y « = % TAS
se .construye el deltoide
ASQE :

2) La paralela a la distancia h de AS
determina €.

3) arco 0) (C, CT) determina el punto

de tangencia R.

primeramente

'4) CR—> R determina B.

Fig. 6

A D B S
Construccion: Dese usted los dates y haga
la construccion siguiendo. el camino indi-
(Dése datos pareci-
dos a los de la figura de analisis para que

no tenga Ysorpresas®. . ).

“ALS, pa, B

Andlisis. 1) Con s=AS =AT y SO, =

= TO, = p. se construye el deltoi-
de ASO, T.

2) Sedibuja la @ (O, p,).

3) Se copia @ " en cualquier punto de

AS y desde O. se traza la perpendicular
al lado libre de 8 con lo que se determina
en la interseccién con la circunferencia,
el punto de tangencia R.

4) La tangente en R determina B y C.
Construccion: Hagala usted dandose pre-

viamente los datos.

Ais =b; pa,a.

Andlisis. 1) Gon s—b=CT =CR y p, =
= TO. = RO, se construye el deltoide
TCRO,.

- 2) arco © (C‘ a) y (‘R — R se determi-

na B.

3)arco © (B, BR) determina S al cortar
la® (O, pa) :

4) TC — C y SB — B determina A.

Y112 (

4)  A:a+b, pa, pb.
Andlisis. (vease figura 6 del # 68)

1) Con a +b=K§, p= KO y p.=
=80, se construye_ el trapecio rectan-
" gulo KSO,0s.
2) Se dibujan las © (0., p.) ¥
. O (O, 04) '
° 3) Las tangentes comunes interiores a
estas circunferencias determinan C.
5) é’_\:s—c,p,b_
6) A:S_b!pspf

7) A:s—a,s—b,p.
8). Demostrar en la figura 6 del # 68, que
PN =a —b : :
9) A:ia-—b,p,pe
10) A:a +b +c, pa, he
11y A:a +b4c, ps, ps

12) A:s —c, v, by

206. ADICION Y DIFERENCIA DE
TRAZOS (Fig. 7)

I) La altura CH = h, determina los sep-
mentos AH = q,ﬁ'ﬁ =p.

2) LabisectrizCE = b, determina los sce;men- :
tos AE =v,EB = _
Con arco © (C, b) se determinan los pun-
tos A’, D y A” obteniéndose:

3) CA’' =CA =b,
e = | A’'B =p—q
AH-HA —q

4) CD =CA =b= | BD

5) CA”=CA=b= | BA” —=a+b

6) Ela ADC es isosceles

=20 +y = 180° = 5 = 90° — % -v
pero 90° = %-aﬂ-%-ﬁ +% ¥
dedonde: | 5 — “;Lﬁ

7} Ademas, resulta b-, — CE = simetral de

AD.




FE =U—V.

14) Alhacer AE =EF = v =

15) Al ser EA <ED =EF los puntos AF y D
estan sobre la semicircunferencia de dia-
metro AF (no dibujada), y, por consi-
guiente,el % ADF = 90°.

- 16) Por igual razén el % A”AD =90° por

estar inscrito en la semicircunferencia de

diametro. DAY pues

CA =CA’

=CD=CA” =b

8) Comoel A AA'C es isosceles =| X CA’A = «

9) Pero como el % CA’A es angulo exterior
del A A’BC_, se obtiene:

oa=08+te=

e =a—0f

10) El 2 BCA® es angulo exterior en el vér-
ticedel A A”A’C y, porlo tanto:

11) El AAEC 2= A DEC = X EDC =q
¥, por lo tanto:

o+
Zx~a-—d=a s X = 2

12) Como el A ADE es isosceles se obtiene

) =2x— | € =a =B

13) Ademas, en este A isosceles resulta:

AE =E

17) Enel A isésceles FDE se tiene
2.7 =180° —¢ =180° — (a —B)
2:71 =« Ay — (e — 8)

=|r=4 .4.,_%,.7

18) Como r es angulo exterior en el AFBD
% FDB +3

=T =

de donde se obtiene:

% FDB = L .o | =DF //b, //AA”

19) Demuestre q_ué % CDA’ =8 + _é_.7

20) Demuestre que 3 ADA’ =90° — &

21) Demuestre que % DA’B = : _2_ ¥

22) Demuestre que % HCE - Lo

23) Demuestre que ZDFB = 90° + "1__‘3
Con la ayuda de estas relaciones resuel-
va usted los problemas siguientes de los
_cuales se dan las indicaciones necesarias

para comenzar.
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207. EJERCICIOS (Fig. 7)

1) A:a 8, b, , b (Indicacién: A auxiliar HEC
con 90° en H, CE =b,, x HCE = az_f" . En
seguida, la © (G,b) determina A; XACE =
2S»ECB determina B). :

2) A: -8, by, v (Ind: A aux. HEC;
EH—Hy © (E, v) det. A)

. 3) A: u, v, a—p3 (Ind.:Aaux. EBD
conEB =u, ED=v, X DEB =a - 8;
En seguida, BE — E y © (E,v) deter-

mina A).
4) A:uyv,a—b(Ind.: A aux. EBD, Fig.7)
5) A u-—v, a—bh, «—f (Ind.:
FBD con FB =u —v,

ADFB =90° + “72 .
@® (E, ED) determina A).

A aux.

Después:

6) A: u-—v, a —~t_1, v (Ind.: A aux. FBD
con FB =u v, BD =a ~b,% FDB = & 7).

7) O:a—b,u—v,8 (Ind.: A aux. FBD)

8) A: ab, a—§ (Ind.:..&aux. BDA con arco

capaz de az_ﬂ con cuerda a —b = BD;
@ (C, b) determina A)

9) A:a b b, (lgd.: eén el A BDE se conoce
BD =u—v y la razén BE: ED =u:v, pues
u:v =a:b. Luego: L.G. para E son:
1%).© de Apolonio (se divide BD en a:b)
2°) © (C,by).

10) A: b, v, @ —8 (Ind.: A aux. AFD con
AF =2v, s DAF = 52 y x ADF =9¢°.
Los L.G.-para C: 1) simetral de AD;
2)0 (A, b)). '

11) A: by, —8,u (Ind.: A aux. HEC con
CE =b,,%CHE = 90° y s HCE = 258

Después: HE — E yla © (E, u) determi-
nan B.).
12) A

atb, p— q,' 8 (Ind: Aaux. A’BA”:;
simetral de A’A” det. C). :

13) A: p—q, b, « (Ind: A aux. A’BC
con A’C =b, XBA’C=180° — o, 7y
AB=p—q).
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BD=a b y e

23) Aia+thb,a

1) SehaceCD =CA =b =

14) &: a—B, p-q, b (Ind.: Aaux. A'BC
~conAB=p-—q, AC=by%xA’CB=0o —§)-
15) A:a@ —8,p —q,a{Ind.:A A’BCcon
AB =p—-q,CB=ay3A’CB=0o—5) 1
16) A: a —b,a—f8, p—q (Ind Aaux,
A’BD (Fig. 7)con A’B = p—q,BD =a b]
y3A’DB = 90° + &6

17) A:a—b, p —q, y (Ind.: A aux. A’BD con
AB-p—q, BD=a—b yxDA'B = - -9):

18) A:a —b, u —v, v (Ind.: A aux. FBD; en
D 1 FD y BF —F det. A)

19)_A:a,b,ae — B
20) Ata +8,&¢ —B,c
21) A:p—q,@ —B,a+b

22) A:a+b,y,c

=)

24) Aatbia + 8, a —B

25) Demosn-"af que en el- A ABC (Fig. 7)

ath  p-q
verifica que. —— = —
(Ind.: A A’BA” ~: A ABD por 17 Teor. de

semejanza).

26) Demostrar que el A ABC (Fig. 7) se v
rifica que (a—b) es media proporcio

geométrica entre (p —q) y (u —v).
(Ind.: A FBD ~ A A’BD por 1° Teor:
de semejanza).

208. C) ADICION Y DIFERENCIA DE
ALTURAS (Fig. 8)

Sea Al = h,, BG =hy, CE=b, , AE =v,

EB =u

BD =a -b

2) SetrazaDJ L AC y DL L BG, resulta:
- I CA=CD =b
A AIC~ A CJD, pues l %1 =% J =90°

v = comin

dedonde:D_J=Kf=ha= BL =h; —h.




3)

4)

5)

6)

7)

8)

—
-——
—
——
T ———
——

209. EJERCICIOS (Fig. 8)
1)'. A a=b, hy—h;,u—v (Ind.:: Aaux. LBD"~

con a—b=BD, h, —h, =BL,

y % DLB = 90°. L.G. para F: 1) bisectriz
del s DBL; 2) © (B,u —v); L.G. para A:

1) BE —F,2)len Da DF: LG. para C:
1) BD —D, 2) simetral de AD,

2) O: hy—he, b, y(Ind.: Aaux. LBD

con BL =h; —h,, XLDB =y :

y % DLB =90°. L.G. para C: 1) BD-D;
2) la ©@ (D,b). En seguida, se traza la bi-
seciriz del 2 LDB.

L.G. para A: 1) Len D a DB; 2) O (G, b);

etc.

Se hace CA” =b = | BA” =a +b

El A ACA” esisosceles y, por lo tanto:.

_K—AA”C =_;_ 3 'T

Se traza por A” // CA y se prolonga
BG — G determinandose K; ademas,
se traza CK"-L KA”’

Resulta: AAKC = ACAI = CK’ = h,

vy | BK =h, +h,

ademés: % CA’K = y=—A”A = bisectriz
del % CA”K

Se hace EF =EA=v = |FB =u—v

Y |AFDB =3 .4

Por lo tanto: AA” // b, // DF
Como CA =CD =CA” = 2 DAA” =90°

Con estas relaciones es faeil resolver las

siguientes construcciones de triangulos.
Daremos sélo indicaciones para el ana-
lisis y la construccion queda a su cargo

siempre que la considere necesaria hacerla,

4) A ha +hb, e

QA

3) A: hy+hy, a+b, ¢ (Ind.: Aaux. KBA”

con a+b=BA”, h, +ha. =ﬁyz§BKA” =90°.
L.G. para A: 1) bisectriz del = KA”B;
2)O (B, o). :

(Ind.: anilogo al

problema anterior).

5) A: h.+hs, v, g (Ind.: Aaux. KBA” con

h. +h, = BK, % BA”K = v y % BKA” = 90°.
L.G. para A: 1) bisectriz del X KA”B;
2) lado libre de 8 copiadoen B.

hs +hs, hs —h,, a—-b (Ind.: A
aux, LDB con a-b= BD, h —h, =BL
y % DLB=90°. En seguida, se copia

- h. +hy = BK y se.completa el A KBA”).
L.G. para A: 1) la semi @ (DA”); 2) bi-
sectriz del X AA”B

210. D) REEACIONES EN UN TRIANGULO
INSCRITO EN UNA CIRCUNFERENCIA
(Fig. 9)

1) En el triangulo inscrito ABC en la cireun-
ferencia de radio »r¢ se traza por C // AB
y se completa el cuadrilatero inscrito

ABNC; por lo tanto, en este trapecio, se
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2

3)

4)

-

6)

7

=

9)

Fig. 9

obtiene: a’ = «, pero como el x ABN

= «’ (son correspondientes entre /), re-
sulta x ABN = «. Por lo tanto, ABNC
es un trapecio isosceles=NB =b

Al ser AB // CN resultax NCB =8

Como 2 ABN =« y £ ABC = se obtiene:

€ =a —fB = ¢

Al trazar desde N la perpendicular a AB

se obtiene: BH’ = q y, por consiguiente,

HE =p—q=C

Al trazar el didmetro CB’ y la tangente
CT sec obtiene % CB’A = 3 (son an-
gulos inscritos en el mismo arco KC) y
% TCA =8’ =38 (8’ es angulo semiinscrito
en el mismo arco AC que ).

A LCA =2CAB =« (angulos alternos
entre / /); porlo tanto: ;
e =3LCT = —8 = ¢

3HCO =% LCT (angulos de lados .l-)

—=e=a —f

% HCE = 3ECO = 2% — TE = bisectriz
del AHCO =

arco fA = arco @

10) Demuestre que x ACH =% OCB

Con este analisis general es posible resol-
ver los ‘siguientes problemas de aparien-
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cia dificil. Sélo daremos indicaciones para
el anilisis. La construccion es convenien-

niente que usted la haga en cada caso.

211. EJERCICIOS (Fig.9)

1)

2)

3)

4)
5)

A:h, a-§8, r (Ind: A aux. CHP con "
CH =h., XCHP =90° y . HCP = o« — 85

_en seguida, la @ (C, r) determina el centro

0; la © (O, r) determina A y B en las pro-
longaciones de HP.).

A:p—q, @« — B8, b (Ind: A aux. NCB
conCN = p—q, BN = b, XCBN =4 — 8.
En seguida:

L.G.paraA: 1) por B / /CN; 2) © (C,b).

A: p—q, a, b (Ind: A aux. AHC con
% CAH % CHA = 90°, AC=b;
después, se prolonga AH—Henp —q = HH
L.G. parael centro O:
1) simetral de HFY =p —q;
AC = b). '

= a;

2) simetral de

A: p —q, he @, (Ind.: anildgo al anterior).

A: p—q, r, h. (Ind: A aux. CON
con CN =p —q, CO =m =r. En seguida
lalen C a CN y se copia h. = CH. Se di-
buja la © (O, r) qﬁe cortara a lalen Ha

- CHenAyB).




6) A: p—q, « r. (Ind: A aux. CON 5} Al trazar por C //f, por B // c y d, se for-

conp-q=CNyOC-ON=r.La® (O, 1) ma el # AEFC que tiene por lados a las

y se copia « én C y en N de modo que diagonales del trapezoide ABCD. Ademis,

ALCA=qayx CNL’ =a). se forma al # BFCD y el # AEBD. Resulta:
' BF =¢, BE =d, EF =e, AE =f, CF =f,

% ACF = ¢

6) En el vértice B se revnen los cuatro lados
y los cuatro angulos. ;Qué teorema queda
demostrado en este vértice?

213. EJERCICIOS (Fig. 11)
Construir los siguientes cuadrilateros:

1) trapezoide: a,f, a, 8, c;
2) trapezoide:a,b,c d;e; .
3)- trapezoide: b,d, e, f, ¢;
4) trapezoide: e, f; ¢, «, 8;

7) A:p-gq, t, r. (Ind: A aux. HMC (Fig. D R

10):_ St : 6) trapezoide: a, b, c, e, f;

TIEEINT = qu »CM = t,x CHM =90°. 7) trapezd_idc: c.ef,y, ¢

L.G. para el centro O: 1) la perpendicu- 8) trapezoide: a, b, e, f, ¢;

laren M a HM; 2) el arco @ (C, r); etc). 9) cuadrildtero inscriptible: a. b, ¢, ;
8) A:p-qh,r 10) euadnlateroinscriptible: a, b, e, f;

11) cuadrilatero inscriptible: e, f, ¢, r;
A s P gic = 12) cuadrilatero inscriptible: d, e, ¢, f;
10) ‘r_\;' he, t., by : 13) cuadrilateroinscriptible: a, e, ¢, r;
14) cuadrilatero inscriptible: a, b, f, §;

15) cuadrilatero inscriptible: a, e, f, r;

212. E) RELACIONES EN UN : 16) cuadrilatero circunscriptible: a, b, «, p;
TRAPEZOIDE (Fig. 11) 17) cuadrilatero circunscriptible: e, «, 8, p;
1) bados:AB—= ﬁ(‘f':b-, TD =c. AD =d. 18) cuadrilatero circunseriptible: a, 8, v, p;

2) Diagonales:e =AC, { = BD;

3) Angulos:a,8,v, 5.

4) Angulo formado por las diagonales = ¢.

by
\\\ :
i S
"‘\.\\
= F
| = _..-—"""’?
AE Y o :
A //
= al 6 2
B / e
~ ] £
"\\ I //
~ A /
S ! 7
; \'\ d’f' //E
1 e
Fig 11 e : { //
\\' ! //
\\\ . / /
o ’f // :
~
: e Y7




19) cuadrilatero circunscriptible: a, b, c, ¢;

20) cuadrilatero circunscriptible: a, a, 8, v;

21) cuadrilatero circunscriptible: a, b, ¢, a;

22) cuadrilatero inscriptible y circunscrip-
tiblealavez:a, 8, p; '

23) cuadrilatero inscriptible y circunscripti-
ble alavez: a,a, 8;

24) cuadrnlatero inscriptible y circunscriptible a la

veZ:a,vy,p-

214. RELACIONES EN UN
PARALELOGRAMO (Fig. 12)

10) #:e,f hs;

1) #%(a, e), x(b, e), he;
12) rombo:a,e; .

13) rombo: o, he;

14) rombo: o, hy;

15) rombo: e, f.

216. RELACIONES EN UN TRAPECIO
(Fig. 13)

1) PorCyaAla paralela a BD; AB — B de-
termina # AEFC de lados »e« y »« y
ZACF = ¢ e

2) BF=¢, BE-d, AF =2 +c
PorC //AD = AL=c = LB =a—c¢
DH =h =CH’; CL =d; 5 CLB = 3 LBE =«

. d i
'\f\. /{' ’,/ e
., -
™~ / =
~ -
'\\ ! e
N Fig. 12
v
E
1) 4 =¢, b=d; &=y, .8=63

a+é=pB+q=-180°

~h.; DK =Hh,

2
jav)

'2) Por A y C se trazan las paralelas a BD y -

se prolonga CB—B y AB —B. :

3) Se obtiene de esta manera el # AEFC for- -

mado por las diagonales; las diagonales
de este nuevo paralelogramo miden 2a y 2b.

215. E[ERCICIOS (Fig. 12)

1) #:a,e, ¢;
2) #H:eld ¢
3) #:a bk
4) #:a,h, ¢
- 5) #:ef a
6) #:e, g';ﬂ.;
7) #:b ks, ¢
8) #£: a; e f;
9 a,b,hg; ¢
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5 PorB//ACyporA//BC=AP = b,
BP =¢, PE =¢, CQ =2 -h;
% HBQ =4

217. EJERCICIOS (Fig. 13)
1) Trapecios: a, b, e, «;

2) a,b,e,f;

3) a,b,h,a;

4) a,b,c,d

Fio. 13




5 a,ba,%(c,f);
6) a +c¢efy;
7). a +c; ¢ h, 5;
8 a—cbeg;
9) a —e¢,b,fg;
10) b, h, e, ¢;

11) e, h,a — ¢, a;
12) a +¢ h.f, 5

-13) a,b,d,a +8;

14) a — ¢ h,f,6; :

15) trapecio isésceles: &, h, f:
16) trapecio isosceles: a, o, ¢;
17) trapecio isésceles: a, h, ¢;

: 18) trapecio trisolatero: a, b, a;

19) trapeciotrisolatero: a, b, ¢;
20) trapecio rectangulo: a, b, 5.

218. EJERCICIOS GENERALES
(Construccién de tridngulos y cuadrilateros).
1) Airgy,t; :

2) 'Air,a,a — b (Ind: r y a determinan
J)at{);

3) A:r,a,b —c¢
Andlisis: (Fig. 1). Con r y & se determina
a=BC.
El % x=90°+ %; por lo tanto, el A aux.
BCD se construye con BC =a, CD =b —c y
%X, ete. :

4) &:s)pﬂsb

5) Construir un cuadrilatero inscriptible da-.

dos:r, f, e, ¢

(Ind.: (Fig. m. 1) @ (O, r); 2) A aux. '

AFC con AC =e¢, CF =f,  ACF =¢; 3) se
copia f =PQ como cuerda en cualquier par-
te y se determina p. 4) Desde 0 la perpen-
dicular a FC determina M; 5)' en M la tan-
gente detérmina B y D).

Otra solucion (Fig. m): 1) ©® (O, r); 2) AC =e;
3) en cualquier parte cuerda PQ =f;
49O (O, p); 5) se traza ON | AC; 6) se
copia ¢ en O y se determina M; 7) la per-
pendicular en M determina BD.
(Los X ¢ marcados son iguales por tener
sus lados pcrpendiculéres).

6) Construir un cuadrilatero  inscriptible
_ dados: 1, a,¢, ¢ _
(Ind. (Fig. v): 1) © (O, r); 2) AB = a;
3) arco © (A, e) determina C; 4) arco ca-
paz de ¢ con cuerda AB.).




||

7)) A: cit = min, r, ¥ (Ind. (Fig. v): con
r y y se determina w«. Por lo tanto, se
determina M€ como cuarta proporcio-
o : :

L.G. para M: 1) © de diametro OB; 2) arco
© (A, L); etc.). ' '

8) # a, e ha

9) #efn

10') Ay .c, p (Determine el angulo for-
mado por las bisectrices de « y 8).

11) A! &, &, t (Ind.: trazar por B // 1,
y por A//t; se forma un paralelogramo
de lado 2/3 de t; y 2/3 de t;; una de las
diagonales mide 2 /3 de t.).

12) Cuadrilatero circunscrito: a, p, i, f.

13) A:a, a;p.

14) A:a—b,a —8,he.

15) Trapezoide ABCD dados: a, b, ¢, d y de

- modo que la diagonal AC sea bisectriz del

% DAB. (Ind.: formar a —d =EB; A aux.

EBCcona —d,b, c'=6§}.

16) Construir un triangulo del cual se conocen
los puntos medios de sus tres lados.

17) Construir un A ABC del cual se conocen
el centro de gravedad G, el punto medio M
del lado AC y el pie D de la altura h..
(Ind.: al final estudie la mediana del A
ADC).

18) Construir un tr_ié.ngulo del cual se cono-
- cen el vertice A y los pies D y E de las alturas
ha y hs, :

19) A:t,, b=15a, p=h.

20) Construir un A ABC del cual se conoce

los pies D y E de las alturas h. y hy y una
120

recta L sobre la cual esta el lado AB. (Ind.:
trazar la simetral de DE). (Fig.-v1).

==)
x

=)

gl

21) Construir un trapecio isosceles circuns-
criptible conocido su perimetro 2s y p.
(Ind.: aproveche las propiedades: b +d =

Frcrsehod = hc 5 ; ademéash 2

2) A:r,v.p.Fig.vn). :
I°. solucion: 1) con r y vy se determina
we; 2) X ADOB =%° + —-%— -4; 3 LG

para O: 1) arco capaz de 9D°-+%-—y con




cuerda AB; 2) paralela a la distancia p de
AB.

Z'. solucion: 1) con y y p se construye
el deltoide CDOE; 2) DK =c y perpendicu-
lar en K determina O; 3) se dibujala © (O.,
O.K); 4) se traza la tangente comin inte-
rior a las circunferencias de c_entrd 0Oy O.

la que determina A y B. (Fig. vim).

23) Construir un trapecio dados: e, f, ¢ y la
mediana »m¢. (Fig. ix).

{Ind.:

1) AE =a +¢

2) m =2 = AE =2m

3) A aux. AEC con AE = 2m,
AC = e. CE = f; 4)ete). -

24) A: ¢ v, pa (Ind.:. Hetermine previa-
mente el % AO,B).

s 11,5 R

tes alternativas (Fig. x).

A) SR =15
‘B) RQ =12

. C) perimetro =235
D) perimetro = 47
E) faltan masantecedentes.

25) En el & SRT se obtiene una de las siguien-

=l

X : B L

26) En la Fig. x1 al mantenerse fijo el lado
AB y constante el 4ngulo v, el L.G. del
centro O, de la circunferencia ex ins-
Crita es:

A) 1a O (B, AB) (Fig. x1)

B) arcocapazde y con cuerda AB

Q) 1a® (A, b,)
D) la © (C, BC)
E) arco capazde % -« con cuerda AB.

LY

219. DATUM

Ya vimos que para construir un triangulo se nece-

sitan tres datos independienies entre si, de-

biendo ser, por lo menos, uno de ellos un dato li-

neal.

~ Pero es frecuente que al darse estos tres
datos dos de ellos determinan el tercero. En es-
tos casos se habla de datum.

Cada uno de los siguientes ejemplos es un

datum: ;

1) A: ¢, vy, r.. (Es el caso mas conocido ya
que cualquiera de dos de estos datos deter-
minan al tercero: con »c¢ y »re se determina
y; con_y y Pr¢ se determina €, etc).
Analogamente son Mdatum¢:

Aia q,1; Azb,g,r.

2) A:p.B; h.

3) A:g,e b

4) A:h,by,0 -8

5) A:p—q,ht.

6) trapecio dados:a, b, 8, .

7 #:.a,be

8) #:a,a,v. ;

9) trapécio 180sceles: a, a, -
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21° UNIDAD

La circunferencia y el circulo (Segunda parte). Relaciones entre cuerdas iguales y diferen-
tes. Medida de un angulo en funcién del arco que subtiende. Teoremas sobre dngulos inscri-
tos, semiinscritos y del centro. Teorema de la semicircunferencia de Thales de Mileto. Lugar
Geométrico del arco capaz de un 4ngulo¢. Cuadrilitero inscrito en una circunferencia. Teo-
rema sobre angulo interior y 4ngulo exterior en un circulo.

220. TEOREMA LXVII
»El diametro es mayor que cualquier cuerda¢.

Fig. 1

H.) MN - diametro (Fig. 1)
~ AB = cuerda
T.) MN > AB
D.) AO + OB > AB
pero !

AO + OB = MN =2r
. MN>AB

221. TEOREMA LXVIII

»La perpendicular trazada desde el centro de
un circulo a una cuerda la dimidia¢. (A esta per-
pendicular se le llama apotema, que se designa
porp = rho.).

Fig 2
_H.) OM L AB,OM = , (Fig.2)
T) MA = MB
D.) Se tiene: OA =0B =r

A AMO= A BMO:{ OM - lado comiin
(por 3" Teor. de~) | XOMA = XxOMB = 90°

MA = MB

y122(

Corolario: »La tangente a una circunfe-
rencia es perpendicular al radio de contactot.

Basta trazar la apotema OM y trasladar la
secante S paralelamente a si misma con lo cual
los puntos A y B se van acercando hasta confun-
dirse con M en el punto de tangencia T. Es decir
(Fig. 3): :

OTLL

Fig 3 s

A B
A\ M L
N S
L ‘\‘_ __/ :

T

Puede decirse también que:

limsee$S = tang. L

OM —r

222. TEOREMA LXIX
»De dos cuerdas que parten de un mismo punte
de la circunferencia la mayor estd a menor dis-
tancia del centro¢ (dista menos del centro).

H)AB > AC; OM 1 AB,ON L AC (Fig. 4)

T.) OM < ON

D.) Se une M con N. En el A AMN se tien:
o >3, pues AM >AN (por Teor. Lu). Poi

lo tanto, el complemento ¢ de a es
nor que el complemento 4 de 8. Lu



de acuerdo con el Teor. L aplicado al A
NMO, se obtiene: OM <ON. '

Corolarios: 1) Cuerdas iguales de un circu-
lo distan igualmente del centro.
* 2) Cuerdas desiguales de un circulo; la

mayor dista menos del centro.

223. TEOREMA LXX

»En un mismo circulo o en circulos congruen-

tes, a cuerdas iguales corresponden angulos del
centro iguales y arcos comprendidos iguales«.
(jDemuestrelo usted!).

Fig 5

224. TEOREMALXX :

YEn un mismo circulo o en circulos congruentes
la razén entre las medidas de dos angulos del
centro es igual a la razén entre las medidas de

los arcos que comprenden entre sus lados(.

H.) « y 8 son angulos del centro. (Fig. 5)
p. &1 o arcaﬁ

T‘ = —
) %6 arco CD

D.) Como »medir un arco es compararlo con
otro gue se toma como unidad®, tomaremos
como arco unitario uno que llamaremos
Wi« y que supondremos es »una medida co-
mun® para los arcos AB y CD. (No es nece-
sario que sea la Ymaxima comun medida¢).

Si eétc_ arco unitario "« estd contenido 3
veces en @_y 4 veces en €D, tendremos:

ax’co;\-h S arcu_ﬁ & 35
arco é—f) 4.1 arr'.‘o(’ﬁ‘_) 4

Pero como a »arcos iguales corresponden
angulos del centro iguales(, se tiene también:

Fig. 6.

g A
Ay 3 Ao arco :\-ﬁ
—_—— = == e
43 4 43 amﬁ'ﬁi‘j

Corolario: Si se toma g como angulo uni-
= o}
tario y CD como arco unitario, resulta:

2 o =arc01{§

Es decir: »Un z’ahgulo del centro tiene la
misma medida que el arco comprendido entre
sus lados«.

Entonces, pafa medir un angulo cualquie-
ra o basta trazar entre sus lados un arco AB de
centro en el vértice y medir este arco. De este mo-
do se obtiene: 180° = ; ©,90° = —1— @, etc.

225. TEOREMA LXXII
»Todo angulo inscrito en un circulo es igual a
la mitad del angulo del centro que comprende el

mismo arco entre sus lados«,

H.) X ACB =x inscrito en arco AB
% AOB = x del centro correspondiente al

inscrito

..

o A0




T.) XACB = 1 x AOB
Obien: xAOB =2 -%ACB

-D.) Se une C con O y se prolonga, obteniéndose
dos triangulos isosceles CAQO de angulo ba-
sal a y el BCO de 4ngulo basal 8. Apli-
cando el Teor. XVl a estos dos tridngulos,

resulta:
x =2
oy +
x4y =2 -(a +8)

- G
%AOB =2 -xACB = XACB = 4 %AOB
Otra demostmciér;: se basa en el corolario
del Teor. Lxx1. Entonces: la medida del % x equi-
vale a la medida del arco AD; la medida del Xy
equivale a la medida del arco DB
Por lo tanto:

a = %aroo)ﬁ)'l
: +
B =%arcofﬁi’
a+p = é (arco AD +art0fﬁ3)

luego:
X ACB ='%_arcp:ﬁi

226. EJERCICIOS

1) Demostrar que el Teor. Lxxit es valido para
el caso de ser un didmetro uno de los lados
del dngulo inscrito (Fig. 1)

C

Y124 (
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2) Demuestre que el Teor. Lxxu es valido
para el caso en que el centro O quede fuera
de los lados del angulo inscrito (Fig. 1m).

Dem. de 2). En la Fig. 11 se tiene, de acuer-
. do con el Corolario del Teorema LXX1 que:

% ACB =% ACD —%BCD
¥ =—£—Iarc0@'-— é- arco BD

1l

¥ _-1— (_arcq AD — arco @)

I e
= arco AB

Y

pero & =arcoAB
s
Y= ]

Busque usted otra demostracion.

227. TEOREMA LXXIII
»Todo 4ngulo semiinscrito en una circunferen-
cia es igual al angulo inscrito en el hismo arco«

(Fig. 1v).

=]

H) X ACB =% inscrito =y
% BAT = x semiinscrito

AB = arco comprendido por ambos




D.) Se traza la apotema OM. Por lo tanto: :
ZAO0B =2 .4 = XAOM =4
/ pero £ AOM

¢ (Teo. xv)
£ =y :
(Esta conclusién la aplicaremos, un poco

mds adelante, en la construccion del »arco
capaz‘ de un ingulo.).

228. COROLARIOS DEL TEOR. LXXII'Y
DEL LXXIHT
1) ¥Todos los dngulos inscritos en el mismo
arco son iguales entre si« (Fig, v).

En efecto:
P I
s e

¥ o= é— arco AB
1
2

i
]

3 3
i e e e

2) »Todos los angulos inscritos en una semi-
circunferencia son rectos¢, (Este corolario
se conoce histéricamente como Teorema
de Thales de Mileto, ano 600 a.JC.). En
efecto:

%ACB = % AOB = 157 _ 90° (Fig v)

229. ARCO CAPAZ DE UN ANGULO

En la figura v los A ABC, ABC’, ABC”, ...,
tienen todos la misma base AB =c y el 4ngulo v
opuesto a ella. Por lo tanto, al conocerse el lado
Y« se conocen los vértices A y B; s6lo quedaria
por determinar el tercer vértice C el cual se en-
cuentra en un punto del arco ACC’C”B que se
llama »arco capaz del angulot.

Luego:

-L.G. N° 13: »Cuando en un tridngulo se co-
noce un lado y el dngulo opuesto a él, ¢l L.G. del
tercer vertice del tridngulo es »el arco capaz del
angulo« que subtiende como cuerda el lado da-
dot.

230. SEMICIRCUNFERENCIA DE THALES
En la figura vilos A ABC, ABC’, ABC”, ...,
son todos tridngulos rectangulos que tienen la
misma hipotenusa AB y sélo varia la posicion
del vertice C del angulo recto. Pero, éste se en-
cuentra en un punto.de la semicircunferencia
ACC’C”B que tiene por diametro a la hipote-
nusa AB..

Luego:

L.G. N°14: »El L.G. del vértice del 4ngulo
recto de todos los tridngulos rectingulos que
tienen la misma hipotenusa es la semicircunfe-
rencia que tiene por diametro a la hipotenusa®.
(En la practica se dice simplemente: »El L.G.
es la semicircunferencia de Thalesil). :

231. PROBLEMA FUNDAMENTAL

Dados un trazo »c¢ y un angulo v, construir el -

arco capaz del angulo.
1) Se copia el trazo ¢ =AB (Fig. vi).
2)YEnAocenBsecopiay =xBAT.

=

e
: o o
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3) Como el arco pasa por A y B, un L.G.
para el centro O es la simetral de AB y, el otro
L.G., es la perpendicular en A a AT (pues la
tangente es perpendicular al radio en el punto
de tangencia). La interseccion de estos dos
L.G. determina el centro O y el radio OA =r
del arco capaz.

Por lo tanto, basta dibujar el arco de ©
(0, 0A).

Observacion: 1) si v < 90° el arco capaz
es mayor que una semi @; 2) sig = 90° el arco
capaz es igual a una semicircunferencia; 3) si

i 4 > 90° el arco capaz es menor gue una semicir-
cuferencia.

232. EJERCICIOS
1) Construir un triangulo dados: c, v, he.
Andlisis: Sea ABC el A pedido en el cual
c=AB, 5 ACB=v, CD=h (Fig. 1).
Con »cd se determina A y B. Para C se tienen
los siguientes L.G . :
1) arco capaz de y con cuerda ¢ = ﬁ, :
. 2) la paralela a la distancia h. de AB.

{0
—
17]

) 126 (

2)

3)

2) L.G. para D: {

Construcaion:

1) se copiac = AB (Fig. 2);

2) se construye ‘el arco capaz de vy con
cuerda %c¢ (segiin # 231);

3) sobre la simetral y a partir de M se co-
pia hc y setraza L. / /AB:

4) la interseccion de la paralela con el
arco capaz determina el tercer vértice C
que se unecon A y B.

Discusion:

sihe < flecha MN hay 2 soluciones

sihe = flecha MN hay 1 solucién

si h. > flecha MN no hay solucién, pues
la paralela no corta el arco capaz.

VAN R U
Andlisis: sea ABC el A pedido en el cual
AB =c,CM =t.,x ACB =+ (Fig. 3);

c

A ) M B
1) con »c« se determinan A y B;
2) L.G. para C: 1°) arco capaz de y con
cuerda c¢; 2°) la @ (M, t).
Construccion: jHagala Ud.!
Discusion:

si —zc— <t < flecha MN hay 2 soluciones

si 5 >1t.> flecha MIN no hay solucién

si  t = flecha MN hay 1 solucién.

Aic,y, h, : 5
Andlisis: Sea ABC el A pedido en el cual
AB =c, AD =h,, ACB -y (Fig. 4);

1) c;m »ed se determina A y B}

1%) semi © (AB) de Thales
2%) arco @ (A, ha)

1%) arco capaz de y con

3) L.G. para C: cuerda et

I 2°) B{ —)D —D




A= c B
“Construccton: Dése Ud. los datos y haga la
construccién siguiendo el orden indicado
por el analisis.

Discusion: jHagala usted!

4) A:chih
5 A:p.q,v
6) Aty v,y

7) A:a+b +e h,y
(Ind.: formar el A DEC (Fig 5), en el cual
DE = a + b + c Determine el valor del
% DCE).

Fig. 5!

233. TEOREMA LXXIV
»En todo cuadrilatero inscrito en un circulo la

_suma de dos dngulos opuestos es 180°«,

H.) ABCD = cuadrilatero inscrito

180°
180°

T) o ++
g+ &

il

Fig. 6.

D.) Porel Teor. 1xx11, se obtiene (Fig. 6):

| \
L, fhey= '_2" X
1 i
¥ = -2— .y
ety = % (x +y), perox +y = 360°
iy 130

Observacion: Enuncie el Teor. reciproco
del anterior.

234. ANGULO INTERIOR Y ANGULO
EXTERIOR EN UN CIRCULO

Definicion: »Angulo interior es el que forman dos
cuerdas al cortarse®. "Angulo exterior es el que
forman dos secantes que parten de un mismo
punto®.

235 TEOREMALXXV

MWn angulo interior en un circulo tiene por me-
dida la semisuma de los arcos que comprenden
sus lados y sus prolongaciones«.

Fig. 7

B
H.) ¢ = angulo interior (Fig. 7).
T) e armAl-B ;—armé-b

D.) Se une A con C, resultando:
e =a+p {por Teor, xvii)

. pero: medidadea = %@_
medidadef = ﬂ%g.!?.
porlo tanto: ¢ = EEELEB_%jggaéil

236. TEOREMA LXXVI
»Un angulo exterior en un circulo tiene por me-
dida la semidiferencia de los arcos que compren-

de entre sus lados¢.

) 1274




H.) ¢ = angulo exterior (Fig. 8).

i o AB —arco GD
T e = _ﬂ_.z—_

D.) Se une B con C. Resulta por el Teor. xvir:
a=¢t+8 = ¢ =a —f

arco KB Arco (’:b

pero a =-— y 5

luego, se obtiene:

2 arco AB — arco CD
2

Otra demostracion (Fig. 9):

X = ¢ + y(Teor. xvim)

1 —cty=—>8
x == 8 (Teor. LxxXn)

pero, también }’ = —% 4 (Teor. LxXx11)

: 1 1 _ B —~
luego. f_-{--—z—*y =.?ﬁ=g— 5
Como, ademis

ﬁ'=,arco§[\3 iB - CD

TR e = £ =‘““"_"2““_‘"_“

¥ = arcoCD

237. EJERCICIOS
A) Trazar desde un punto dado P la perpendi-
~culara unarectaL: Fl

)128¢(

1) Se traza por P cualquier oblicua que corte a

- L enun punto A (Fig. 10).

 Fig. 10

2) Se dibuja la semicircunferencia de dia-
metro AP que corta a L en un punto H.

' 3) PH esla perpendicular a L. ;Por qué?

B) Trazar la perpendicular a una recta L en

un punto P deella:

1) Se elige un punto tal como el O que se une
con P (Fig. 11),

: ) =
Fig 11

2) Se dibuja la © (O, OP) que corta a L en
A' = 2

3) - Se une A con O y se prolonga hasta comple-
tar el didmetro AB.

4) Finalmente se une B con P. ;

C) Trazar la perpendicular en un punto P de

una recta L. (Otra solucion):

1) Se dibuja un arco de cualquier radio PA
(Fig. 12).

\ Fig 12

L > TA

2) Con el mismo radio se corta desde A de-
terminindose B.

3) Se une A con B y se prolonga AB en BC =
BA. :

4) PC esla perpendicular pedida.
Demostracion: jHagala usted!




- D) En los extremos de un trazo AB se trazan las

perpendiculares CA y DB a AB. Determinar un
punto P que pertenezca al trazo AB de modo que
las visuales trazadas desde C y D sean perpendicu-
lares (Fig. 13).

Fig. 13 i

E) En los extremos de un trazo AB se trazan
las perpendiculares CA y DB a AB. Determinar
en el trazo un punto P de modo que las visuales
trazadas desde C y D formen un 4ngulo de 30°

F) Determinar el L.G. del punto de intersec-
cion de todas las diagonales de los rombos que
tienen la misma base.

G) Desde un punto P fuera de un circulo se
~ trazan dos secantes que forman un angulo «.
Calcular la medida de este 4ngulo si X AOB =
80° y 5 COD =50° (Fig. 14).

(Resp.:a = 35 rad.)

H) Determinar el L.G. del ortocentro H de to-

dos los triangulos ABC inscritos en una circunfe-
rencia y que tienen todos la misma base AB. (Ind.:
determinarel £ AHB).

I) Se dan dos rectas paralelas L’ y L”’; entre
ellas (o fuera de ellas) se dan dos puntos A y B. De-

terpinarios puntos sobre las paralelas de modo
que las visuales dirigidas de ellos a los puntos A 'y
R formen un angulo de 60°.

- Un éngulo del centro recto AOB de un

circulo (Fig. 15), gira en torno al centro O. Si
CD es un didmetro fijo, determinar el L.G. del
punto de interseccion de las rectas CA y DB. :
(Ind.: Teor. Lxxvi).

Fig. 15

K) Un angulo del centro de 90° =x AOB de
un circulo gira en torno al centro O. Si CD es un
diametro fijo, determinar el L.G. del punto de
interseccion de las cuerdas BC y AD (Fig. 16).
(Ind.: Teor. LXXV). -

Fig. 16

A

L) Si un arco AB mide 39 cm y ¢l diametro del
circulo 60 cm, ;cudl es la medida del angulo ¥
en grados y minutos? (Fig. 17).

(Resp.: 37°15").
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M) Un éngﬁl(} mide 78%°45’. Determinar 3) Lamedida del angulo »x% enla Fig. 3 es:

el valor de su complemento y de su suplemento en A) 50°;
grades centesimales (g) y en radianes (rad).
B) 115°%;
(Resp.: complemento = 12°50% =0,1963 rad. s
suplemento =112°50% =1,7668 rad) 0o
; D) 100°;

N) En un cuadrado de lado 7a« se trazan arcos

S e . E) otro valor.
de centro en cada vertice y radio Ya¢. ) :

D C

Fig. 3

4) Desde el centro de gravedad G del triangulo
SRT se trazan las perpendiculares a los la-
dos. Entonces, la medida del angulo (x +v)
es (Fig. 4):

A) 180° =y Fig. 4

B) a +8
C) 180° + (a +8);

A d ; B

Demostrar que:

= ~ A D) 180° +v;
arco AE = arco EF = arco FC. : ;
! E) 270°. S R
(Indicacion: wver la triseccion del angulo ;
recto # 79). :
5) El angulo »x¢ de la Fig. 5 mide:
238. TESTS ‘ A) 80°; Fig. 5
1) EnlaFig 1 la medida del 4ngulo "x¢ es: B) 100°; '
A) 50%; i 7
g C) 60°;
B) 75°%;
: e
Q) 100°; D) 160
D) 150°; E) 20°
E) ¥ \_/

6) Les angulos interiores del A SRT son

: = - a, 3, y. Si desde el ortocentro H se tra-
2) EnlaFig 2 la medida de »x@es: . : _
zan las perpendiculares a los lados, el an- -~ -

A) 20°%; gulo "x« mide (Fig. 6):
B) 40°; : ;
C;' 60°: o T e o
£ 3 B) a +;
D) 80°%; o 8
oy

E) otro valer. : 1

D) 180 —«

E) a +8 —v.

Fig. 2 5 ' - R
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7

8)

En la Fig. 7 el segmento OD es un tercio del
radio. Entonces, el angulo "x¢ mide:

A) %—u;'
B) % a
) 1,5 -w;

D) 05 -o;

By Fig 7

En la Fig. 8 se trazé6 AE L BC y BD L AC.

El angulo »x« mide: c
A) 180° —u;

B) 90° —a;

C) 90° +a:

D) o,

E)a.

9)

ey 247

10)

A B

En una circunferencia se toma una cuerda
AB correspondiente al ‘lado del decagono
regular inscrito (Fig. 9) Entonces, el an-
gulo ?x¢ mide: :

A) 72°%;
B) 36°%;

D) 18%;
E) 15°.

En una circunferencia se toma una cuerda

" AB correspondiente al lado del decagono

regular inscrito y la cuerda BC correspon-
diente al lado del pentadecagono regular

inscrito. Entonces, el angulo »x¢ mide
(Fig. 10): D Fig. 10
Al b4

B) 60°%;

C) 30°%;

D) 45°%; y C

E) otrovalor.

11)

12)

- D)o

13)

z

14)

=

En la ﬁg;lra. 11 se tiene AB =/ ¥
BC = 4. Entonces, el angulo ABC mide-:

A) 60°%; fag 1
B) 150°%

C) 135%;

D) 120°; 2

E) otro valor.

En una circunferencia (Fig. 12), se mar-
i . Ly

can tres arcos iguales: MN =NP =POQ.

Six MOP = o, el 4ngulo PRQ) mide:

E) 1,5-a.

Fig. 12

En una circunferencia (Fig. '13) se mar-
can tres arcos iguales: MN =NP =E"_Q.

Si 5 MOQ =qo, entonces el angulo x«
mide:

o 28
Gl W= o= 8o
R

53!

2

i
e
8

En la figura 14 al mantenerse fijo el lado
AB y constante el angulo vy, el L.G. del

Y131 (




-centro O, de la circunferencia ex inscrita

 altridngulo es:
A) O (B, AB);
'B-) ‘arco capaz de 4 con cﬁerd'a_ Kﬁ;

- ©) O (A ba);

= .“‘32'(

D) @ (C. Eé),

~ E) arco'capaz de X concuerda AB.

Resp.: 1) C; 2y D; 3) D;4) D; 5) A;6) A; 7) D;
8) E; 9)D; 10) C; 11) B; 12) B; 13) C; 14 E.




22: UNIDAD

Fosicién relativa de dos circunferencias. Trazar las tangentes desde un punto a una circun-

ferencia. Cuadrilatero circunscrito. Tangentes comunes exteriores e interiores a dos cir-

cunferencias.

.239. POSICION RELATIVA DE DOS
CIRCUNFERENCIAS '
- El segmento que une los centros de dos circunfe-
rencias se llama central. :

. Consideremos dos circunferencias exte-
riores que no tengan ningun punto fomun y acer-
quemos sus centros paulatinamente conservando
la magnitud de los radios. Designemos por R y r
los radios de estas circunferencias, por OO’ la
central y observemos qué le sucede a la central

cuando se acercan los centros.

I* caso (Fig. n: Si las dos circunferen-

cias son exteriores la medida de la ceritral es:

00 >R +r

1=

2 caso (Fig. n): Si las dos circunferencias

Somn tangentes exteriormente la central mide:

00 =R +r

3’ easo {F.ig. ur): Si las circunferencias

son secantes, es decir, se cortan, la central mide:

R -r<O0 <R +r

4° caso (Fig. 1v): Si las dos circunferencias
son tangentes interiormente, la central mide:

00 =R —-r

5° caso (Fig. v): Si las circunferencias son
interiores (una respecto a la otra), se obtiene pa-
ra la central:

- cero< OO0’ <R —r

"

0° caso (Fig. vi): Si las circunferencias son
concéntricas (tienen el mismo centro), se obtie-
ne:

00’ = cero

(=l
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. de la circunferencia ex inscrita
 al tridngulo es: S -

B) ‘arco capaz de y con c:uer_d_a AB;

0 O@Aba)

mocH

B -a-rcé'cap_az" tjie';% con cuerda AB.

Resp.: 1) G; 2) D; 3) D; 4) D; 5) A; 6) A; 7) D;
8) E; 9) D; 10) C; 11) B; 12) B; 13) C; 14) E.




22: UNIDAD

Fosicién relativa de dos circunferencias. Trazar las tangentes desde un punto a una circun-

ferencia. Cuadrilatero circunscrito. Tangentes comunes exteriores e interiores a dos cir-

cunferencias.

.239. POSICION RELATIVA DE DOS
CIRCUNFERENCIAS :

- El segmento que une los centros de dos circunfe-
rencias se llama central.
. Consideremos dos circunferencias exte-
riores que no tengan ningiin punto comiin y acer-
quemos sus centros paulatinamente conservando
la magnitud de los radios. Designemos por R y r
los radios de estas circunferencias, por OO’ la
central y observemos qué le sucede a la central

cuando se acercan los centros.

I caso (Fig. 1: Si las dos circunferen-

cias son exteriores la medida de la ceritral es:

OO0 >R +r

2 caso (Fig. m): Si las dos circunferencias
son tangentes exteriormente la central mide:

00’ =R +r

—

3" caso (Fig. 1m): Si las circunferencias
son secantes, s decir, se cortan, la central mide:

R-r<00 <R +71

4° caso (Fig. v): Si las dos circunferencias
son tangentes interiormente, la central mide:

00’ =R —r 234
v

5" caso (Fig. v): Si las circunferencias son
interiores (una respecto a la otra), se obtiene pa-

ra la central:
cero <00’ <R —r

6° caso (Fig. v1): Si las circunferencias son
concentricas (tienen el mismo centro), se obtie-
ne:

00’ = cero

=l

Y133 (



Observacion (Fig. vi): Dos circunferencias se
cortan orfogonalmente cuando los radios que
parten de los puntos de interseccién son perpen-
diculares entre si.

SiR[Lr — x0A0" = 90°

¥y, por lo tanto, las circunferencias son ortogona-
les. :

240. TRAZAR LAS TANGENTES DESDE UN
PUNTO A UNA CIRCUNFERENCIA
1) Setrazala central OP (Fig. vin).

2) Se dibuja la circunferencia de diametro

OP.

2) Se dibujala @ (O, R —1), es deair, a la cir-
cunferencia mayor se le resta el radio de la
menor (también se dice: »se contrae la cir-

cunferencia mayor en el radio de la menor).

3) Se dibuja la circunferencia de didmetro
OO’ la que determina los puntos A’ y C’ los
cuales se unen con O’

) 134 (

"‘"--..._________’

3) La inter‘seccién de las dos circunferencias

determinan los puntos de tangencia Ay B.
4) PA y PB son las dos tangentes desde el

punto P.

Dem.) Por el Teor. de Thales se tiene:

%x1=2%2=90° Luego: PA L OAyPB LOB.

Por lo tanto, PA y PB son tangcntes ala

® (0, 0A).

241. TRAZAR LAS TANGENTES COMUNES-
EXTERIORES A DOS CIRCUNFERENCIAS
‘1) Setrazala central 0O’ (Fig. 1x).

4) OA’ y OC’ son las tangentes desde O’ a
la circunferencia contraida (O, R —r).

5) O(—)A — A'determinaAy O () C—=C
determina C.

6) Por O’, setraza la paralela a OAyaOC.

7) AB y CD son las tangentes comunes exte-
riores a las dos circunferencias dadas.
:Demuestre usted que son tangentes!




242. TRAZAR LAS TANGENTES COMUNES
"INTERIORES A DOS CIRCUNFERENCIAS
1) Se trazala central 0O’ (Fig. x).
2) - Se dibuja la © (O, R +r), es deair, al ra-
dio mayor se le suma el menor. (Se dice tam-
bién: »se dilata la circunfcrencié mayor en

el radio de la menor®).

3) Se dibuja la @ (00’ que determina los
puntos A’ y C’ los cuales se unen con O’
4) O'A’ y O’C’ son las tangentes desde ©° a

la® (O,R +1).
5) SetrazaO'B//OA’yO’D// OC.
6) AR y CD son las tangentes interiores a las

“dos circunferencias.
jDemuestrelo usted!

243. TEOREMA LXXVIH

nLas dos tangentes trazadas desde un punto a
una circunferencia son igualest (miden lo mis-
mo). (Fig. vii).

H.) PAy PB sonlas tangentes.

T.)PA =P
D.) Se tiene:

OA — OB = radios

APOA = APOB porque l OP’ =QP (lado ‘comiin)

(por 3° Teor. de =) X1 =% 2 =90°

244. TEOREMA LXXVII

»En tode cuadrilitero circunscrito a una circun-
ferencia la suma de dos lados opuestos es igual a
la suma de los otros dos lados®.

A

H.) ABED es cuadrilatero circunscrito (Fig. x1):
S, T, U, R son los puntos de tangencia.

T.) AB +CD = AD + BC

D.) De acuerdo con el Teor. 1xxVil se tiene:

AS=AR —x; BS=BT=y; CT=CU-=g;

DU =DR =t

Entonces: AB +CD = x +y +z +1t
AD +BC = x +t +y +2
AB +CD = AD +BC

Observacion: Enuncie usted el Teorema re-
ciproco de éste.

245, EJERCICIOS

1) :Qué condicion debe reunir un cuadrila-
tero para que se le pueda inscribir una cir-
cunferencia?

2) ;Qué condicion debe reunir un cuadrila-
tero para que se le pueda circunseribir una
circunferencia?

3) ¢A que cuadrilateros se les puede inscri-
bir siempre una circunferencia?

4) (A qué cuadrilateros se les puede circuns-
cribir siempre una circunferencia?

5) ¢A queé cuadrilateros se les puede a veces
circunscribir una circunferencia? :

6) (A que cuadrilitero nunca se le puede
cireunseribir una circunferencia?

7) ¢A que cuadrilatero nunca se le puede ins-

cribir una circunférencia?

246. TEST DE VERDADERO O FALSO
Dentro del paréntesis que precede a cada pre-
gunta coloque una "V« si la proposicion es Ver-

dadera o una »F« si es Falsa.
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2)

3)
4)
5)

6)

( ) Dos circulos secantes tienen sélo dos

-~ puntos comunes.

( ) Dos circunferencias de distinto radio
pueden tener en comun como minimo
1 punto y como maximo 2 puntos.

( ) Siempre se puede circunscribir una

circunferencia a un trapecio isosceles.
() Siempre es posible circunscribir. una
circunferencia a un romboide.
( ) Nunca se puede circunscribir una cir-
cunferencia a un rombo. e

( ) Siempre se puede circunseribir una
circunferencia a'un trapezoide.

7) ( )A wveces se puede ecircunseribir una
circunferencia a un trapecio.

8) ( )A un triangulo se le puede inscribir
y circunscribir simultineamente una
circunferencia.

9) ( )A un cuadrado se le puede inscribir y
circunscribir simultineamente una cir-
cunferencta.

10Y ( ) A un rectangulo se le puede inscribir
y circunscribir una circunferencia.

11) ( ) A un trapezoide siempre se le puede

: inscribir una circunferencia.

12) () Nunca es posible circunseribir un

~ trapecio a una circunferencia.

13)( ) A veces a un trapecio isosceles se le
puede inscribir una circunferencia.

14) () Siempre se puede inscribir una circun-
ferencia a un rombo.

15):( ) Nunca se puede inscribir una circun-

ferencia a un rectangulo.

16) ( * ) Siempre se puede circunscribir una

circunferencia a un rectangulo.

17) (- )Nunca. se puede circunscribir una

18) (

“o

circunferencia a un deltoide.

) Siempre se puede inscribir una cir-
cunferencia a un deltoide.

i

247. TEST DE »ALTERNATIVASC
19) Se tienen dos circulos en los cuales la cen-

tral es menor que la suma de los radios (Fig.

)136(

20)

21y

22)

23)

24)

25)

i1, N° 239). Entonces, los puntos comunes a

ambos circulos son: :
B) solo dos:
D) muchos;

A) solo uno;
C) solo cuatro;
E) falta mas informacién.

Se afirma que a dos circunferencias exte-
riores se les puede trazar sélo comunes:

A) unatangente; B) 2 tangentes; b
C) 3 tangentes; D) 4 tangentes;

E) todaslas que se desee.

Se afirma que a dos circunferencias que
son tangentes exteriormente, las tangenles-

comunes que se les puede trazar son soio:

A)1; B) 2;
€3 D) 4;
E) muchas. '

Se afirma que a dos circunferencias de
distintos radio y que son secantes entre st,
las tangentes comunes que se les puede tra-

Zar son:
A) 1; B) 2;
C) 3; D) 4;
E) muchas. :

Se afirma que a dos circunferencias que
son tangentes interiormente, las tangentes
comunes que se les puede trazar son sola-

mente:

A) 1; B) 2;
) 3; D) 0;
E) muchas:

El numero maximo de tangentes comunes
que se les puede trazar a dos circunferen-

cias que se cortan ortogonalmente es:

A) 1 B) 2;
Q) 3; D) 4;
E) ninguna.

Dos circunferencias de radios diferentes
R y r, son tangentes. Entonces, se afirma que
la distancia »d« entre sus centros (la Ycen-
tral«), mide: :

D d=R +r;

II) d =R -r;

III) d = cero.

De estas afirmaciones son verdaderas so-
lamente: :
A) I

C) IylIL
Ej las tres.

B) IL
D) Ly III;




26) Dos circunferencias de radios d'iferentes_,
R yr, nosecortan. Entonces, se afirma que la
distancia »d« entre sus centros mide:

) d>R +r1;
) d <R -1
I} d = cero.

7=V; 8 9=V;

Resp.: 1 =F; 2=V; 3=V; 4=F; 5=V;
=V; 1 '
1

13=V; 14=V; 15=V;
19=D; 20=D; 21 =C

25 =0; 26 =E:

- By

De estas afirmaciones son verdaderas so-
lamente:

A) L B) II;
C) 1yIL D) Iyl
E) lastres.

6 =F;

1=E 12=F;

V. 17 =V; 18 =V;
B:23=A; 24 =B;




OPTATIVO

23> UNIDAD

Lugarés Geométricﬁs (Terccra Parte). Ejercicios resueltos y por resolver.

248. EJERCICIOS

1)

2)

)

4)

5)

6)

7

Determinar el L.G. de los centros de todas

las circunferencias que son tangentes a una
circunferencia dada en un punto dade P
de ella (Fig. 1).

|

Dada una circunferencia O y una recta L,
trazar las tangentes que tengan la misma di-

- reccion que la recta L (Fig: m),

s
=

L

Determinar y enunciar el L.G. de los cen-
tros de todas las circunferencias tangentes
ados rectas paralelas L.’ y L.

Determinar y enunciar el L.G. de los cen-
tros de todas las circunferencias de radio
dado a¢ que son tangentes a una recta dada
L.

Determinar y enunciar el L.G. del centro
de todas las circunferencias que son tan-
gentes a dos rectas L’ y L” que se cortan. -
Determinar y enunciar el L.G. de los cen-
tros de todas las circunferencias tangen-
tes a dos circunferencias concéntricas.

Se da una circunferencia de 5 cm de radio.
Determinar y enunciar el L.G. de los centros
de todas las circunferencias de 1,5 cm de

)138(

~radio y que son tangentes a la circunferen-

8)

10)

11)

cia dada.

Enunciar y determinar el L.G. de los pun-
tos medios de todas las cuerdas iguales de
un circulo. _
Determinar y enunciar el L.G. de los cen-
tros de todas las circunferencias que pa-
san por dos puntos dados A y B.

Determinar y enunciar el L.G. de los cen-
tros de todas las circunferencias’ que tienen

una cuerda comiin.

Se da una circunferencia de 101 cm de ra-

_ dio. Determinar y enunciar el L.G. de los

12)

13)

14)

centros de todas las circunferencias de

'25 c¢m de radio que intercepte (determine)

en la circunferencia dada cuerdas de 40 cm.

Se da u'nal circunferencia de 4 cm. Determi-
nar y enunciar el L.G. de todos los puntos
desde los cuales se pueden trazar tangentes
de 3 cm.

Se da un plano (P) y un punto A sntuado a
4 cm del plano, Determinar y enunciar el
L.G. de todos los puntos del plano que estan
a 5 cm del punto A (Fig. m).

=
—

[

Dos puntos A y B del espacio estan a 10 cm

enire si. El L.G. de los puntos que estan a
10emde Ay Bes:

* A) dos esferas de 5 cm de radio con centros

en AyB;




B) una esfera de 10 cm de radio y, con cen-
troen Aoen B;

©) una circunferencia situada en el pla-
no equidistante de A y B que tiene por
radio 5 v/ 3 em y su centro coincide
con el punto'medio de AB;

D) es una esfera de radio 5\/—3- cm y de
centro en la mitad de AB;

E) falta mas informacién.

L.G. N° 15. »El L.G. de los centros de todas
las circunferencias de radio dado »a¢ que
cortan ortogonalmente a una circunferen-
cia dada de radio »ri. es la eircunferencia
concéntrica con la dada y que tiene por ra-
dio a la hipotenusa R del triangulo rectan-
gulo de catetos a« y »r« (Fig, 1v).

a

16) L.G. N° 16. El L.G. de los centros de todas

las circunferencias que cortan a una circun-
ferencia dada O. segiin una cuerda paralela
a una direccion dada L, es la perpendicular
trazada desde el centro O de la circunferen-
cia dada a la recta dada L (Fig. v).

\\\. ¥
N
R
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17) L.G. N° 17 El L.G. de los centros de todas

las eircunferencias de radio dado »r¢ que
cortan a una recta dada L segun un trazo de
magnitud dada »a4, se compone de las dos
paralelas trazadas a la distancia

d =~/ r - (a/2)! de L (Fig. v1).

(d — cateto de un A rectangulo de hipote-l

nusa ’r¢ y el otro-cateto -%; o bien, d =altura

del A 1sosceles de base »at y lados "r«).

&

. 18) LG N° 73, El L.G. de los centros de toda§

las circunferencias tangentes a dos. eir-
cunferencias concéntricas dadas de radios
r' y r'’, se compone de dos circunferencias
concentricas con las dadas y que tienen
por radios la semisuma y la semidiferencia
de los radios dados (Fig. vi). -

Lt}

Ose_:a:R; =00 =r ___r_;r__z%

R2 ____0_09} =R.1 ne g __'.I' ;I‘"




" 19) L.G. N° 19. El L.G. de los puntos medios

de todas las cuerdas de longitud dada »a«
de una circunferencia de radio dado »re,
es la circunferencia concéntrica con la
dada y que tiene por radio la perpendicular
desde el centro a una de estas cuerdas (Fig.
Vil

SiAB —a = p =\/r —(a/2)

20) Problema: Dentro de un circulo dado se
da un punto P. Trazar por P una cuerda de
longitud dada a« (Fig. 1x).

Solucion: 1) 1a © (O, p).

2) la tangente desde P determina AB.
Discuta este problema.

21) L.G. N° 20. EI L. G. de los centros de todas
las circunferencias de radio dado »r¢ que
son cortadas »bajo diametro¢ por uha cir-
cunferencia dada de radio "R« es la circun-
ferencia concéntrica con la dada que tiene
por radio

p =V R® — 1 (Fig. %).

I<l

22) L.G. N°.2]. E1 L.G. del centro de todas las
circunferencias de radio dado »r« que al
cortar a una circunferencia dada R deter-
minan una cuerda de longitud dada »a4, se

compone de dos circunferencias concéntri-
cas con la dada de radios OO’ y (Y)”,, res-
pectivamente. Calcularemos estos radios
(Fig. x1):

se tiene AB =a, OA =R, A =O"A’ =1
OM=0"M =v/r —(a/2)

OM —/R* —(a /2y '

00 =V R - @2 +vVF - @2

luego:

60" =/ ~@/ZF —/7 — @/

23) L.G. N° 22. El L.G. de los puntos medios
de todas las cuerdas que pasan por un punto
P situado dentro de un circulo es la circun-
ferencia de didmetro OP (la distancia del
punto P al centro O) (Fig. xm).




24) L.G. N° 23. El LG. de los puntos medios
de todas las cuerdas que pasan por un punto
P situado fuera del circulo,- es la circunfe-
rencia que tiene por diametro la distancia
.del punto al éer_llm del circulo (Fig. xlIl).

tingulo y trazar las perpendiculares a L’
ya L” se obtiene:

" PM =PK puesP & bisectriz del %(L,, L”)
PM +PN =5
. PK +PN

25) LG .M 24. E1 L.G . de los puntos medios de
wdas las cuerdas que parten de un mismo®
punto P situado sobre la circunferencia, es
la circunferencia que tiene por didmetro el
radio de la circunferencia dada, es decir:
diametro OP (Fig. x1v),

5.

Z caso: se da la diferencia »d«.
1) Se traza la paralela a la distancia }‘d“
de L’ (o de L) (Flg XV, :

=

2) Se completa el rectingulo ABCD, ha-
biendo trazado la bisectriz L.

26) L.G. N° 25. El L.G. de todos los puntos cu-

yas distancias a dos rectas dadas concurren- :
3) Se toma un punto P cualquiera en la

prolongacion de uno de los lados del rec-
tangulo ABCD y se trazan las perpendicu-
laresa L’ y L desde P. Resulta:

tes tienen una suma o una diferencia dada,
se compone de cuatro rectas que forman
- un rectangulo.

'’ caso: se da la suma st REE s e o= :
PN = PK pues P € bisectriz del 5 (L, L")

pero PM — PR = MK - d
luego: PM — PN = d

1) se traza la paralela a la distancia »st a
una de las rectas, por ejemplo, a L’. Esta

paralela determina el punto A en la otra rec-

ta L” (Fig. xv). 27) L.G. N° 26. Determinar el L.G. de todos

2) Se trazan las bisectrices del x L™ AL
(formado por la paralela y la recta L”’).

3) Se completa el rectangulo ABCD.

Al tomar un punto P cualquiera de este rec-

los puntos cuyas distancias a dos rectas con-
currentes dadas estén en una razon dada
m : n (Fig. xvn). _

Solucion: 1) Se trazan las p_aralelas_ a la dis-

) 141 (



tancia »m¢ de una de las reetas y a la distan-
cia 'n« de la otra.

2) Se une el vértice del angulo que for-
man las rectas con los puntos de intersec-
cion de estas paralelas. Estas rectas son
el L.G. pedido.
(De:nuéstrelo usted).

28) Problema: Construir una
tangente a una recta dada L en un punto P de
ella y, a su vez, tangente a una circunferen-
cia dada O (Fig. xvim).

circunferencia -

Solucién: 1) la perpendicular en P;

2) secopiar = PA e

3) simetral de OA determina el centro O’;
4) 1a circunferencia pedida es @ (O’ POY).

- 29) Problema: Construir una circunferencia
‘de radio dado »r¢ que sea tangente a una
circunferencia dada de radio »R¢ y a una

rectadadaL (Fig. x1x).

) 142(

\\ 30) Problema: Construir una circunferencia

A2
\
|
!
/
/

Solucién: 1) Se suman los radios: R +r;

2) Se dibujala © de radio R +r;

3) Se trazan las paralelas a la distancia
nricde L. :

La interseccién de estas paralelas con la
©® (R +r) determinan los puntos P’ y
P” que son los pedidos. .
Discuta sobre el niimero de soluciones.

que sea tangente a una recta dada L y a una
circunferencia dada O en un punto P de
ella (Fig. xx).

Solucién: 1) En P se traza la tangente T
que corta a L en un punto A.

2) Se traza la bisectriz del X LAT -que
corta a OP —P en un punto O’.




32) Problema:

tangente a dos circunferencias concéntri-

3)la @ (O, PO) es la circunferencia
pedida..
{Haga usted la discusién!

31) Problema: Construir una cirg:unfcrencia

que sea tangente a dos circunferencias con-

céntricas dadas y que pase por un punto P
situado entre ellas (Fig. xx1),

Solucign: 1) Se dibuja la (".ircunferer_lcia
equidistante de las dos.dadas. :
2) El arco de la @ (P, a) determina los
centros de las circunferencias pedidas. g

Construir una circunferencia

cas dadas y a otra circunferencia O’ tam-
bién dada (Fig. xxn),

33

Solucion: 1) Se dibuja la circunferencia me-
dia (equidistante) concéntrica con las O.

2) Se dibuja la © (O’, R +a)’' concén-
trica con O’. La interseccién de esta cir-
cunferencia con la circunferencia equidis-
tante, determina los centros P’ y P de las
circunferencias pedidas. .

e

circunferencia
tangente a una recta dada L y que corte a

Problema: Construir una

una circunferencia dada ortogonalmente
en un punto P dado de ella (Fig. xxim).

Solucion: 1) La prolongacién de OP deter-
mina A. -

2) La bisectriz del % LAP y ]a"'tangentc
en P determinan O’ que es el centro de la
circunferencia pedida de radio OP.




24° UNIDAD

Figuras equivalentes. Equivalencias entre. paralelogramos, tridngulos y trapecios. Proyec-

ciones de un trazo sobre una recta o eje. Teoremas de Euclides. Teorema particular de Pitago-

ras. Calculo de areas.

249. FIGURAS EQUIVALENTES
Si se dispone de cuatro triangulos isdsceles rec-

tangulos congruentes que designaremos con

los numeros, 1, 2, 3 y 4, se pueden agrupar en 14
diferentes formas, pero en todas ellas los dife-

‘rentes poligonos formados tienen [a misma drea.

Superficie de una figura es la parte del plano
limitada por el perimetro de ella. Asi, una super-

ficie puede ser triangular si esta limitada su re-
gién interior por un triangulo; sera rectangular
sl esta limitada por un rectangulo, etc. En cambio,
el drea es la medida de una superficie. _

En‘estos 14 poligonos hay 1 triangulo, 5 cua-
drilateros, 2 pentagonos y 6 exagonos, pero
todos ellos tienen la misma area,

&~

Definicién: "Figuras equivalentes« son las
que tienen la misma area y distinta forma.

Esto significa que un tridngulo puéde ser
equivalente a un paralelogramo, un cuadrado a

un circulo, etc., siempre que tengan la misma area.

Como unidad« de area sc elige el area de
un cuadrade de ledo unidad (1 ¢m, 1 mm, 1 m,

) 144 (

/2
N

I pulg, etc.) y de acuerdo con la unidad elegida
se mide la superficie de la figura.

Ahora, la medicion sé hara de acuerdo con
la forma de la figura. Si ésta tiene forma geomé-
trica bien determinada como cuadrado, rectan-
gulo, trapecio, etc., se aplicarad la férmula geo-
metrica correspondiente. Si la figura tiene




forma irregular se puede proceder de varios mé-
todos que veremos a continuacion.

Tomando un cuadrado de lado unitario
»uk su drea es o’ la que sera la Yunidad de dreat

(Fig. 1). Asi obtendremos que-

V 7 z ™
1
Y i A -
Tu
Ya=4& U
Fig i ~

azé4-u

A) El area de un cuadrado es igual al cua-

drado de su lado. Si su lado mide 4-u su area.

- sera 16 u® (Fig. 1). En general, si ¢l lado mi-

de »ac el area del cuadrado es: Nl

B) »El drea de un rectingulo es igual al
producto de sus dos lados distintos¢ (comiin-
mente se dice: Margo por ancho«) (Fig. 2),

Area =a.b

Fig. 2

-;'_Yl—)

(f)- Corolal__"io de B: »El drea de un trian-
gulo rectangulo es igual al semiproducto de sus
catetos. En efecto, al trazar la diagonal de un
rectangulo se forman dos triangulos rectangulos.
Como el area del rectangulo es vab«, el de cada
A rectangulo sera la mitad de ab, es decir (Fig. 3):

259. TEOREMA LXXIX

»Dos paralelogramos son equivalentes cuando

tienen la mis__ma base y la misma altura«

H.) Los # ABCD y ABEF tienen la misma base
AB yla misma altura »h« (Fig. 4).

T.) # ABCD = # ABEF

D.) # ABCD = trapecio ABED + A CEB
# ABEF = trapecio ABED + A DFA
peros A CEB =~ A DFA (por 1° Teor. de ™)
. .# ABCD = # ABEF

Problema: Transformar un romboide en un

rectangulo.

Solucion: Siendo ABCD el romboide (Fig. 5)
basta trazar la perpendicular en A y en B hasta
cortar el lado opuesto. Resulta el rectangulo
ABEF equivalente al romboide ABCD por terier
igual base AB e 1gual altura »he.

251. COROLARIO

Sabemos que el 4rea del rectangulo ABEF es
a + b; pero como b =h se obtiene a-h. Por lo tanto:
Yl area de un paralelogramo es igual al producto
de la base por la altura« (Fig. 5).

‘Arcadel # =a-h

252. TEOREMA LXXX

Un triangulo es equivalente a la mitad del parale-
logramo que tiene la misma base y la misma altu-
raf.

H.) El # ABCD y el A ABE tienen la misma
base AB y la misma altura »h« (Fig. 6). _

' T.) AABE =1 # ABCD

D.) Se completa el # ABEF que es equiva-
lente al # ABCD (Teor. 1xx1x).

1145



Fig 0

Pero la diagonal AE divide al # ABEF en
dos triangulos congruentes. Luego:
"

= A ABE = — # ABEF
2 pero # ABCD - # ABEF
. A ABE = 5 # ABCD

253. COROLARIOS
1) »Los triangulos que tienen la misma base
yla misma altura son equivalentest.
2) Sabemos que el area del paralelogra-
" mo es a-h; porlo tanto, el 4rea del triangulo

: g .
ABE = - -a-h

4 Como cualquier lado de un tridngulo puede
. ser la base, se obtiene que: el area de un tridngu-
o es igual al semiprodﬁct‘o de un lado por la al-
" tura: correspondiente al lado¢ (cominmente se
" dice: base por altura partido por dos<). '

Por lo tanto:

| areadel A =—:12c-hc =71a_-h¢l =—-;:- b-h,

ig 2 del N° 61).
~ 3) De lo anterior se obtiene nuevamente
»El area de un tridngulo rectangulo es igual
-s*e:miprodu_cto de sus catetos® como, asimis-
wes al igual semiproducto de la hipotenusa
laaltura®. O sea (Fig. 7):

A recté.ngulq = % c-h =% a-b

254 PARALELOGRAMOS

,CG‘MPLEM ENTARIOS

Cuando por un punto de la diagonal de un pa-
ralelogramo se trazan las paralelas a los lados se

)146(

forman varios paralelograrrios (;cuantos?) de
los cuales solo dos no son cortados por la diagonal.’
En lafig. 8 son los # XeY quese llaman para-

lelogramos complementarios.

255. TEOREMA LXXXI
»Los paralelogramos complementarios son equi-

valentest.

H.) # X A # Y son complementarios (Fig. 8).

T)#X =#Y

D.) Setiene: A ACB~ A CAD :
Al =~ ATl
AL = A1V

#X =ACAD — AT —Alll
#Y =AACB —AIl —A IV

HX = #Y

TEOREMA LXXXII
»Un trapecio es equivalente a un paralelogramo

jue tiene la misma altura y por base la mediana -

. del trapecio®.

H).MN = m es la mediana del trapecio ABCD
(Fig. 9).
AE = meslabasedel # AEFD;
‘ h =altura del trapecio y del paralelo-

gramao.

Fig. 9




T.) trapecio ABCD = # AEFD

‘D.) trap. ABCD = pentagono AENCD + A 1
# AEFD = pentagono AENCD + A 11
pero A 1= A 11 (por 1° Teo. =)

.. trapecio ABCD = # AEFD

257. COROLARIO

1) El area del # AEFD es AE-h =m-h que es

también el drea del trapecio ABCD. Luego: Vel
_ area de un trapecio es igual al producto de la me-

diana por la altura®. Es decir:

area trapecio = m -h

2) Pero, por Teorema XLIX, se tiene:

: : ‘
m = 25= conlo que se obtiene:

area del trapecio = 5= -h

Luego: »el drea de un trapecio es igual a la
semisuma de las bases por la altura®.

5

258. PROYECCIONES DE UN TRAZO
SOBRE UNA RECTA O EJE (Fig. 10)

Para determinar las proyecciones de un trazo
sobre una recta o ej'e L se trazan las perpendicu-
lares desde los extremos del trazo a la recta o eje.

Estas perpendiculares se llaman rectas proyec-

tantes y la distancia entre lloslpies de estas per-
pendiculares es la proyeccion del trazo en la
recta o eje de proyeccion.

Se pueden diferentes  casos

(Fig. 10-11).
La proyeccion de un punto P es el punto P’

presentar

sobre la recta.

En I Ia proyeccién del trazo AB sobre L es
A'B’ y es de menor magni_t_ﬁd que el trazo.

En II un extremo del trazo esta sobre el eje
L y, por lo tanto, la recta proyectante de € vale
cero y la proyeccion de CD es CD’.

En III la proyeccion de EF es E'F’ y ésta
cortaal eje. '

En 1V la proyeccion de HG es G’'H pues la
recta proyectante de H es nula.

En V el trazo KL es paralelo a L y la pro-
yeccion K’L es de igual magnitud que el trazo
KL.

1=

K
\
=

P! A' proyeccion B C Pproyeccion

o

v

G' proyeccion H

F!

E
N

K v L u
i &
[ i
! i Im
| | 1
| I ]

] | ]

K  proyeccidgn L 0

proyeccidn

fag. 10-11

En VI el trazo MN es perpendicular al eje
Ly su proyeccion es un punto O.

259. PROYECCIONES DE LOS CATETOS
DE UN TRIANGULO RECTANGULO EN
LA HIPOTENUSA :

Para determinar las proyecciones de los catetos
»a¢ y »be en la hipotenusa AB, basta trazar la
altura CD =h que es la recta proyectante en este
caso. Las proyecciones son (Fig. 12):

Fig. 12

p =DB es la proyeccion del cateto »a« sobre la :
. hipotenusa AB =c :
q =DA es la proyeccién del cateto b« sobre la
hipotenusa AB =c.
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260. EJERGICIOS

1)

2)

3y

Determinar las proyecciones de la altura °

»he de un tridngulo rectangulo sobre los

catetos y sobre la hipotenusa.

En el triangulo ubtu-séngu]o, ABC deter-
minar las proyecciones de los lados AC vy

BC enellado AB (Fig. 13).

A

Idem., del lado AB sobre el lado BC vy so-
bre el lado AC. -

En el triangulo obtusingulo ABC trazar
la altura h.. En segl@ida (Fig. 13), deter-
minar las proyecciones de esta altura en
los tres lados.

En un triangulo rectanguloe, ;cual es la
proyeccion de la hipotenusa sobre uno de
los catetos?

(r.v)

Y

7
o

) 148

- 6)

-

Consideremos dos paredes de una sala

de elases y el piso de ella. Cada una es un

plano que, para ubicarnos mejor, les lla-

maremos:
(P.V.) = plano vertical

(P.H.) = plano herizontal

(P.P.) = planode perfil.

Entre estos tres planos un profesor de
gimnasia ensena la manera correcta y la
incorrecta de lanzar la jabalina AB. El
profesor de Matematica aprovecha esta
leccion para dar a sus alumnos la siguiente
Ntareat (Fig. 14).

Determinar la proyeccion de la jabalina:

a) cuando la jabalina esta’ situada obli-

cuamente a estos tres planos;

b) cuando la jabalina esta situada - al
mismo tiempo paralela al plano (P.H.) y

al plano (P-V.);

¢) cuando la jabalina estd situada per-
pendicular al plano horizontal (P.H) v
tiene su extremo A en este plano; ?

d) cuando la jabaliné esta situada parale-

la al plano horizental (P H)) y oblicua a

los otros dos.

(rrR) .




261 PROYECCION ORTOGONAL DE
UNA POLIGONAL SOBRE UN EJE

Se entiende por esta proyeccion a la distancia
comprendida entre los pies de Ias.pcrpc'ndiculta-
res trazadas en los extremos de la poligonal
(Figs. 15 y 16).

8

I
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I
I
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I
|
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b e e i e e
e e e e e

G e e L B
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Fir 15 .

pro;écci_én

5

proyeccion Fig. 16

262. PRIMER TEOREMA DE EUCLIDES
»En un triz’mgulb rectangulo el cuadrado cons-
truido sobre un cateto es equivalente al rectan-
gulo que tiene por lados a la hipetenusa y a'la
proyeceion del catetoen ellac..

(por 1 Teor. de >)

H.) Se forma el cuadrado ACDE de lados el
cateto AC =b y el rectangule de lados la hi-
AF =AB =c vy la proyeccion
m=q del cateto AC sobre la hipotenusa
AB =¢ (Fig. 17). '

potenusa

~ T.) OACDE =[_JAFGH

D.) SetrazaporE //AB ypor F / /AC. Resulta:

A‘E = A__.F' it

# ABKE ~ # AFIC pues | AE = AG = b
- %EAB = % CAF
=90° + ¢«

Péro, por Teor. LXXIX, se tiene:

C1 ACDE - # EABK (igual base EA ¢
; igual altura AC)

[CJAFGH = # AFIC (igual base AF e |
igual altura AH)

luego: D ACDE =—1AFGH

L

Fig. 18

Otra demostracion (Fig. 18):
Se prolongan FA— A HC-—C,ED—D
Resulta; . e
I AC =AE =b -

2 AEK =x ACB =90°
a =o (% delados

A ABC= A AKE pues:

; perpendiculares)

luego:/?l_{ =NR =

J149(




Al trazar por F//AC se determina I, obte-
nieéndose:
# AFIC = # KACL (igual base AF =
= AK = c,igualaltura AH = q)
Entonces:
O ACDE = # LKAC (igual base AC =b,
: igual altura CD)
C_JAFGH = # AFIC (igual base AF =c,
: igual altura AH)
Luego: DACDE =F JAFGH

o bien: b =c-q

1

En forma analoga se demuestra que:

2
a =c-p

Existen otras demostraciones de este his-
torico teorema y mas adelante volveremos so-
bre él, con otro enunciado y otra demostracién.
(N° 309 y N° 320). '

263. TEOREMA PARTICULAR DE
PITAGORAS

YEn un triangulo rectﬁngulo el cuadrado cons-

truido sobre la hipotenusa es equivalente a la su-

ma de los cuadrados construidos sobre los cate-

tos«.

oCBKL + o ACGH

T.) DAEJB

obien: | @ =2 + b

D.) Por el 1 Teor. de Euclides se tiene:
(Fig. 19).

DACGH -CJIAEFD]
OCBKL =CIDFJB

OACGH + oCBKL -JAEFD +—IDEJB
OACGH + OCBKL =0 AEJB

b +a =

Otra demostracion: Por el 17" Teor. de

Euclides, se tiene:

2

a =c-p}+
by
a +b =c:(p+q

L& e o pubstoquep +q = ¢

264. COROLARIO DE PITAGORAS
»El cuadrade de un cateto es equivalente al cua-
drado de la hipotenusa menos el cuadrado del
otro cateto«.

Es decir:

Observacion: El historico y fundamental
Teorema de Pitagoras puede demostrarse de mu-
chisimas maneras, algunas de las cuales vere-
mos mas adelante (N 319). A continuaeion dare-
mos una demostracion muy sencilla.

Se toma un cuadrade de lado (a +b) y se
forma dentro de el los cuatro triénguloslreczén-

c a B oopus o]

'7///

b




“gulos congruentes entre si. Uno de ellos es el
A ABC de catetos a, b y de hipotenusa c.

En A tenemos que « '+ 8 + x = 180°
pero come « +35 =90°, resulta: x =90°. Por lo
tanto, ADEB es un cuadrado de lado Pc¥ cons-
truido sobre la hipotenusa del A ABC (Fig.
20)..

- Entonces:

OADEB = 0ORSTC -4 -A ABC

¢ =(a+h)y —4. 2P
@ =a° +2ab +b —2ab

luego: ¢ =at 4 b

265. SEGUNDO TEOREMA DE EUCLIDES
»En un tridngulo rectangulo el cuadrado cons-
truido sobre la altura es equivalente al rectan-
gulo que tiene por lados las dos proyecciones de
los catetos en la hipotenusa¢.

L
1 T

Fag 21

E AF

H.) 0 DGHC tiene por lado la altura CD =h
(Fig. 21). :

CIAEFD tiene por lados las pr_oyecciones
AD —q, DF -DB —p ' -
T.) oDGHC =—JAEFD

‘0 bien:

K =p-q

D.) Por el corolario de Pitagoras, se tiene:
1) h* =b* —q* pero por el 17 Teer.

de Euclides, se tiene:

2)b =(p+9)q.

Al sustituir 2) en 1) resulta;
h* = (p+q):q -’

b* =pq +q° —¢’

Luego: h? = pq

* Otra demostracién: se aplica el Teor. de
Pitageras a los A ADC y CDB, resultando (Fig.
21):

i
P g
a® +b° =2-h" +p° +q% peroa’ +b =¢

2

o =2-h2+p2+q2;peroc=p+q

&

(p+a) =20 +p* +¢°

h* = pq

Al desarrollar y reducir, se obtiene:

266. CALCULO DE AREAS

Ya sabemos como calcular el drea del cuadrado,
del rectangulo, del paralelogramo, del trapecio y
del tniangulo. Veremos, ahora, otros poligonos.

267. TEOREMA LXXXI1II

"El area de un poligono regular es igual al pro-
ducto de su semiperimetro por la apotema¢.

H)!

p = apotema

= longitud del Iado del poligono

n = numero de lados
* 2s = perimetro

s = ‘semiperimetro.




T.) | area =s:p

D.) Como el poligono es regular se le descom-
pone en »n® triangulos éongruemes al

A& ABO. Por lo tanto, el area del poligono

~ regular sera "n& veces el area de este trian-
gulo. Es decir (Fig. 22): :

area poligono regular =

n-AABO -n- L2 _2le

peron- [ = 2s;porlotanio: | A =s-p

268. COROLARIO

Si el niimero de lados "« del poligono crece in-

definidamente terminara su perimetro por coln—

fundirse con Ia circunferencia cuya longitud o
~ perimetro se designa por C. Al mismo tiempo el

apotema se confunde con el radio »r« Con estas

consideraciones el area del circulo es:

A =T§C-r

Observacion: MAas adelante demostrare-
mos que C =2z r con lo cual se obtiene para el
area del eirculo:

2
A =qg.r

siendo = una constante geomeétrica cuyo va-

: - % ey
lor csaprommad;mente«r =314 === -

269. TEOREMA LXXXIV
YEl area de un poligono circunserito a un circu-
lo es igual al producto de su semiperimetro por
el radio del circulo (apotema)«.

Fig 23

H.) ABCDE es un _'poiigoﬂo eircunscrito al
cireulo de radio p (Fig. 23).

T.) | Area =s-p

}152(

D.) Se descompone el poligono en A ABO,
A BCO, A CDO, etc., y se suman sus .
areas. .. (jSiga usted!):

270. COROLARIO

»El 4rea de un triangulo cualquiera es igual al
producto de su semiperimetro por el radio de la
circunferencia inscrita al tridngulo« (Fig. 24).

Fio. 24

Siendo:2s = a +b +t¢ — s = %h”

A=S-p

Luego:

271. TEOREMA LXXXV

»El 4rea de un trapezoide es igual al producto de
una de sus diagonales por la semisuma de las per-
pendiculares trazadas de los otros dos vértices a

esta diagonal«.

Fig. 25

WA B
¢
H.) ABCD es cualquier cuadrilatero (trape-

zoide) BD = una diagonal; h, 1 BD,
ho L BD (Fig. 25).

T.) | area ABCD ‘= — BD -(h + hy)

D.) Cuadrilatero
ABCD = A BDA + A BDC
1BD b +-1BD h —

Il

Il

— BD - (hy +hy)




272._ EJERCICIOS _
Problema 1) Calcular el area de un tridngulo co-
nocido ¢l radio de una de las circunferencias ex

Inscritas.

pa =rtadio de la © ex inscrita de centro O,
(Fig. 26).

=S - A ABC = A ABO. + A CAO; - A BCO,

A = 5¢-DO, + 5b-FO, - La.EO,

N|»—‘ ¢

A = Pq+%b‘ﬂa_;a_'9&

A =1y -(ctb—a)
pero ¢ +b-a =c+b+a —2a
=2s —2a =2:(s—a)

Luego: = po+ (s —a)

Analogamente se demuestra que:

A =ps-(s=b) = p-(s —0)

Problema 2) Calcular ¢l area de un triangulo co-

nocidos sus tres lados. ;

Se sabe que: (ver pag. 111).
BE =5 —b,BD =s-—c,
OE =4, DO, = p.

De la semejanza del A BEO con el A BDO,
(por 1 Teor. de ~ ) resulta (Fig. 27):

pero

BE_ _ DO,
OE BD
: s—hb p :
o bien 5 =5 = Dppa =(s—Db)(s —¢)

pero: | A =s:p (# 270)
A

= po -(s —2) (# 272)

Se multiplica miembro a miembro: :
A' =s-(s—a)pp

Al sustituir 1), se obtiene:
Az_z s-(s—a)(s—-b)(s—¢)

De aqui obtenemos'lo que se conoce como Fér-
mula de Herdn:

A =/ sls —a) (s —b) (s —c)

Problema 3) Calcular el area de un triangulo en
funcién de los radios de las circunferencias ins-
critas y ex inscritas.

De acuerdo con los N 270 y 272 pode-

mos eseribir;

A =5- i3

A = pa-(s—a) | Se multiplican miembro a
A = p - (s —b) | miembro:

A =p-(s—0c)

A =p-papspecsi(s=a)(s=b)(s—0) Jse__di--'
A’ =s(s—a)(s—b) (s —¢) (por # 272-2) |viden:
A’ = :

=" paphpe

dtdont_ie: ‘ A =m [

Problema 4) Demostrar que el area de un trian-

gulo es:
abe
A = 4r
r = OB = radiodela® circunscrita (Fig. 28).

Y153 (



Se traza el diametro BD y se forma el A
BDC resultando ser rectangulo en C (Teor. de
Thales) y el x @« = X «’ (son angulos inseri-
tos en el mismo arco BC). Por lo tanto, se tiene:
A AHC ~ A DBC. De esta semejanza se ob-
tiene (Fig. 28):

b 2r ab
ﬂ—li—:?:hc:-z—r

lie]
I

gl

v=lf {oc]

Pero como A= %c - h,

resulta al sustituir el valor de h,:

_abe
A 4r-

273. AREA DE POLIGONOS
IRREGULARES

Existen varios métodos para determinar el area

de estos poligonos de los cuales trataremos al-

gunos. :

1" Método: por »triangulacién« (Fig. 1).
Consiste en descomponer el poligono en trian-
gulos por medio de diagonales trazadas desde
uno de los vertices y, en seguida, sumar las areas
de los triangulos obtenidos. .

2° Método (Fig. ) se descompone el po-
ligono en triangulos rectangulos y en trapecios
rectangulos. Para esto se elige la diagonal mas

)154(

conveniente y desde los otros vértices se trazan
las perpendiculares a ella. En la figura 11 se obtu-
vieron dos trapecios rectangulos y 4 triangulos
rectangulos. :

J" Método (Fig. ). A veces, segin sea
la forma del poligono, es mas conveniente des-
componerlo en figuras conocidas y faciles de
determinar su area como cuadrados, triangulos,
paralelogramos, etc. Basta, finalmente, sumar
las areas de estos poligonos parcialc .

274. AREA DE CUALQUIER FIGURA

I'" Método: Se »uadricula¢ la figura divi-
diéndola por medio de paraielas €N pequenos
cuadrados de area conocida. (Cuando se emplee
papel cuadriculado, como el de una hoja de cua-
derno, se puede usar el ciadradito de la hoja co-
mo unidad).

Hecho esto se procede (Fig. 1v):
1) A contar los »cuadrados enteros;

2) Con los »pedacitos sobrantes »se vand
completando a ojoY unos con otros.

3) Se suman el nimero de »cuadrados en-
teros¢ con el niimero de los »completados«.

4) Se multiplica esta suma por el valor o
medida de »un cuadradot.

En nuestra figura hay 93 cuadrados ente-
ros +27 completados, lo que da =120 cuadrados.
Pero, cada uno de los »cuadraditos€ tiene

un area de 0,25 cm’. Por lo tanto, el 4rea de esta

figura en cm’ es:
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A =120-025cm” = 30 em®

Si se quisiera tener una mayor aproximacion
se tendrian que tomar cuadrados mas pequerios,
por ej., el del papel milimetrado.

2° Método: por Ppesadat:

1) Para este objeto se calca o copia la figu-
ra sobre un papel y se la recorta.

2) Del mismo papel se recorta una figura

de area conocida, por ejemplo un cuadrado de

1 em de lado.

3) En una balanza se pesan separadamen-
te estas dos figuras.

Para calcular el area de la figura pedida
basta determinar las veces que la segunda pe-
sada cabe en la primera. : '

Asi, la figura 1v del caso anterior calcada
y recortada en un papel pes6 608 miligramos y
un cuadrado de 1 cm’ del mismo papel pesé

20 miligramos. Entonces, el 4rea de la figura es:

608 mgr : 20 mgr /em’ = 30,4 cm®

275. CALCULO DEL "AREA BAJOLA
CURV A«

En Fisica y en otros ramos es frecuente tener

que caleular el area comprendida entre una cur-

va, una recta o eje y las perpendiculares traza-

" das desde los extremos de la curva al ¢je. Todo
lo anterior se expresa diciendo: »calcular el
area bajo la curvat (Fig. v).

I Método: se puede hacer por »cuadricu-
lacion®, ya explicado en el N° 274.
2° Método: por descomposicion en trape-
cios en vez de cuadrados (Fig. v). Para esto se
procede a dividir la figura en trapecios de igual
altura, lo que se consigue dividiendo la distancia

AB en un nimero conveniente de partes igua-

les. Al trazar las perpendiculares en estos puntos
de division la figura queda dividida en trape-
cios al unir también, entre si, los puntos que se
determinan en la curva. '

Por lo tanto, el drea »bajo la curva® sera
aproximadamente igual a la suma de las areas
de los trapecios que se han formado, Es decir:

A = 5 (a+a) -h + 5 (a +a) -h +
+ 5 (@ +a) -h + 3 (ac+as) -h +
+ 5 (a5 +a6) - h

de donde:

A = |2 +a +2(a +as +24 +ag)]

) 185
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3 Método: por Calcule Integral. Para
esto debe conocerse la ecuacion de la curva y los

intervalos en que se debe integrar (véase Tomo

D).

276. EJERCICIOS :

1) En un triangulo rectérigulo los catetos
miden 35 cm y 84 cm. Calcular la trans-
versal  de gravedad correspondiente al
angulo recto. (Resp.: . = 43.5).

2) Demostrar que el area de un rombo es

_ iguél al semiproducto de sus diagonales.

Esdecir: i ;
A = oE € f

3) Calcular las diagonales. de un rombo si

son entre si como 5:4 y su area mide 1,6 m”.
Ademas, calcular su perimetro.
(Resp.ie=2; f=1,6; p=5,11).
4)  Calcular las diagonales de un rombo si su
perimetro es 20 ¢m y su area 24 cm’.
(Resp.: e =8 cm, f =6 ¢m).
5) Siendo »a¢ el lado de un octégono regular
inscrito en una circunferencia, caleular su
area en funcion del lado na«. :
(Resp.: Ag = 22" (1 ++/ 2).
6) Calcular los lados de un triangulo rectan-
gulosit, =10ecmyt = 4y/ 10 em.
(Resp.:a=12,b =8.¢c=4+/13).

7); Desde un punto P perteneciente a la' region
interior de un triangulo se trazan las per-

pendieulares a los tres lados. Demostrar
que (Fig. 1):
X 4y +zz_ =1 45 41

(Indicacion: unir P con cada vertice y apli-

car el Teor. de Pitagoras).

8)

Un trazo AB =a se prolonga en ambos sen-
tidos en igual rﬁagnilud n=AC =BD. Se
dibuja la semi® (CB) y la semi® (CD).
La perpendicular en A corta a la primera

sernicircunferencia en E y a la segunda

- en F. Demostrar que: CE =AF.

9)

10)

11)

12

S

13)

Expresar el 4rea de un tridngulo rectangu-
lo' isosceles en funcion del radic p de la
circunferencia inscrita. -

(Indicacion: calcular previamente la dis-
tancia de O al vértice del angulo recto).

(Resp.iA = p* - (3 4+2+/2).

Fig. 2.

B
En el cuadrado ABCID) de lado »a« se hace
AE =DE =DF =CF =a (Fig. 2). Calcu-
lar el perimetro del cuadrilatero AEFD.
(Respip =a-(3 +v/ 2).
Idem., calcular el area del cuadrilatero

AEFD (Fig. 2).
(Resp.: A =5 a* - (2 +/3).

En el ASTQ la altura desde QO mide
lo mismo que la base ﬁm:. La mediana
V.\_{l se p'mlcmga en MP =c /4. Entonces,
el area del cuadrilatero STPV es (Fig. 3):

-

A) 16 € o = Fig. 3
7 s

B) g ¢;

T
Gy i Vv

Enel A STQ la altura dcsdc Q mide lo mis-

mo que el lado ST =c. La mediana VM se

prolonga en MP =c/4. Entonces el 4rea

del & QPSes (Fig. 4):




14)

A) 0,75 ¢
B) 0,375 c’;

C) &
D) 1,5¢;

B

S c

En el A RSQ la altura desde Q mide lo
mismo que el lado RS =c. La mediana TU
se prolonga en UP =c /4. Marque cuil de
las alternativas siguientes es la correcta
(Fig. 5):

A) A RUT = & URS;
B) A UPQ = A URP = A PUS;
C) cuadrilatero RSPU = A TRP;

D) A UPR +A UPS +A UPQ = A TUQ;

E) A TPQ = A RSU.

15) Indicar cuil de las siguientes alternativas

es falsa (vease Fig. 5):
A) A QTU + A TRU = A SUR;
B) A UPR + A UPS = A TUQ;

©) ARSU = A RSP;
D) cuadrilatero RSUT =A QTU +ARSP;

. E) s6lo algunas de estas relaciones son

verdaderas.

Resp.:12) A; 13)B; 14) B; 15)E.
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- 25 UNIDAD

Transformacién y divisién de una figura plana.

277. DEFINICION
La transformacién de una figura geométrica
en otra consiste en cambiar la forma de la figu-
ra sin alterar su area.

Desarrollaremos algunos problemas sen- :
cillos. :

278. PROBLEMA 1)
Dado un # ABCD transformarlo en otro que
tenga el angulo en A de 60°.

D F C

¢ . / -

Solucton: Se copia en A un angulo de 60°
resultando, de acuerdo con el Teor.
que (Fig. 1): # ABEF = # ABCD

LXXIX,

Problema 2) Dado un # ABCD transformarlo
en otro que tenga un lado de longitud dada
)0 a LN 3

+3

I*" caso: m > h, siendo £ la altura del
# ABCD.

Solucion: Con arco de © (A,m) se corta
el lado opuesto resultando, por el Teor. LxXIX
(Fig, u); .
: # ABEF = # ABCD.

2 caso: m < h. En este caso la © (A,m) no
alcanza a cortar el lado opuesto. Para solucio-

Y158 (

narlo se recurre a los »paralelogramos comple-
mentarios¥. Se debe determinar el # complemen-
tario del # ABCD que tenga por uno de sus
lados a m. Entonces (Fig. n):

D

1) se prolonga AB — B en BG =m y
DC—CenCH = m.

2) H( -)B = Bcortaa DA—Aen P.

3) porP // AG cortaa CB—B ya HG —G
en EyF. '

Por Teor. LXXXIresulta:

- # BEEG = # ABCD.

Problema 3) Transformar un # ABCD en otro
paralelogramo que tenga un angulo de 60° vy
un lado de longitud dada m.

. (Ind.: es una combinacién de los dos pro-

blemas anteriores.)

_ Problema 4) Transformar un romboide ABCD

en un rectangulo que tenga un lado de longitud
dada m.
(Ind.: la misma del problema anterior.)

Problema 5) Transformar un cuadrade de 5 em
de lado en un rectangulo que tenga un lade de 3
cm. (Dé la solucion geométrica y la algebraica).
Problema 6) Transformar un A ABC en un
paralelogramo que tenga la misma altura.



Solucidn: Al tener la misma altura se debe

dimidiar la base (Teor. LxxX). Por lo tanto, se
" hace AM = %E y se une M con N. Se obtiene (Fig.
v):

# AMNC = A ABC

‘D) AABC - = trapeciolll +A1
# AMNC = trapecio III + A II
pero Al ~ AIL
AABC = # AMNC.

Problema 7) Transformar un # ABCD en un
triangulo que tenga la misma altura.

Solucion: Al tener la misma altura se debe
duplicar la base (Fig. v). Por lo tanto, se hace
BE —AB y se une D con E.

Resulta: # ABCD = A AED.

D.) la misma del problema anterior.

Problema 8) Transformar un A ABC en un
paralelogramo que tenga la misma base. '

~ (Ind.: se dimidia el lado AC, lo que equiva-
le a dimidiar la altura, y se completa el # de la-
dos AB y ;-E; siga usted,. . .).

Problema 9) Transformar un # ABCD en un
triangulo que tenga la misma base.

(Ind.: Se duplica el lado AD, lo que equi-
vale a duplicar la altura, y. . . siga usted.)

Problema: 10) Trausformar un tridngulo en
- un rectangulo.

[

B
Solucién: Se traza la mediana MN y las

perpendiculares en A y B. En seguida, se com-
pleta el rectangulo ABDE (Fig. vi).

Problema 11) Transformar un tridngulo ABC
en otro que tenga la misma base AB y que el
angulo opuesto a ella mida 60°.

Solucién: 1) por C//AB; 2) el arco capaz
de 60° con cuerda AB (véase N° 231); 3) siga
usted.

un A ABC en
otro tridngulo que tenga la misma base AB y

Problema  12) Transformar

de modo que &l angulé opuesto a ella sea recto.
Solucion: 1) por C//AB; 2) semi © de

Thales de didmetro-AB; etc.

Problema 13) Transformar un trapezoide en

un triangulo.

C

Solucion: 1) Se traza una diagonal por
¢j., AC (Fig. vi).

2) Por D / /AC y BA—> A determina E.

3) Resulta: A EBC =cuadril. ABCD.

D.) Cuadrilitero ABCD = AABC +AACD
triangulo EBC = A ABC +AACE

pero: A ACD =A ACE (igual base, igual

altura)

", cuadrilatero ABCD = A EBC.

. Problema 14) Transformar un trapezoide en

un rectangulo.

)159(




(Ind.: 1) el cuadrilitero ABCD se trans-
forma en un triangulo EBC segtn el problema
- anterior. '

2) el triangulo resultante se transforma
en un rectangulo segiin el N° 278-10.

Problema 13) Transformar un poligono cual-
quiera mayor de tres lados en otro que tenga un
lado menos.

Ind.: guiese por el N° 278-13.

Problema 16) Transformar un paralelogramo
en otro que tenga una altura dada »h«.

(Ind.: aplique los paralelogramos com-
. plementarios). i

_Pr&bs'ema 17) Trasnformar un  rectangulo
ABCD en un cuadrado.

/% solucion: se basa en el Primer Teorema
de Euclides (N° 262): ¥

7

2 ¥

1) Se prolonga CB—B de modo que

CE =CD (hipotenusa entera) (Fig. vim).

2) semi @ (CE) y AB — B determinan F.

3) CF =lado del cuadrado pedido.
D.) Es por el 1° Teor. de Euclides siendo
CE =hipotenusa, CB =proyeccién del  cateto
~ CF en la hipotenusa. -

22 solucién: se basa en el Segundo Teore-
ma de Euclides: (N° 265): :

1) se prolonga CB—B de modo que
BE - BA (Fig. ).

2) semi © (CE) y AB— determinan F.

3) BF =lado del cuadrado pedido BGHF. -
D.) Por el 2° Teor. de Euclides siendo CB y
BE las proyecciones de los catetos en la hipo-

) 160 ( ;

tenusa CE ¥ ‘ﬁ? la altura del A CEF (no dibu-
_jado). (El punto G puede o noestarenla ©).

Problema 18) Transformar = un cuadrilatero -

cualquiera (un trapezoide) en un cuadrado.

Ind.: 1) se trasforma el cuadrilatero en
un triangulo (# 278-13); 2) el A en un rec-
tangulo (N° 278-10); 3) el rectangulo en un
cuadrado (N® 278-17).

Problema 19) Transformar un circulo en un
cuadrado.

Este es uno de los antiguos problemas ela-

sicos que en todas las épocas, desde los primeros
matematicos griegos, se han discutido y trata-
do de resolver geométricamente. Este problema
se conoce como cuadratura del circulo y tiene
éoluc_iones solo aproximadas puesto que el nd-
mero x es inconmensurable (pertenece a los
numeros irrac_ionales). :

Paralelo a este problema han sido también
materia de preocupacion los de la rectificacion
de la circunferencia, la duplicacion del cubo y
la triseccidn del dngulo. '

La condicion de la »cuadratura del circu-
lo« es determinar geométricamente el lado de
un cuadrado que tenga la misma area que un
circulo dado de radio r.

Designando por x este lado, se debe cum-
plir que: 25

X =g-F

Mas adelante daremos algunas. soluciones

aproximadas a este problema (N 388).

279. DIVISION DE UNA FIGURA PLANA
Trataremos esta ' materia resolviendo algunos

_problemas sencillos.




Problema 1) Dividic un paralelogramo en tres

partes equivalentes por medio de paralelas’ a

un lado.
D C

Solucidn: 1) Se divide el lado AB en tres
partes iguales (N® 40) de modo que AE =EF =
=FB (Fig. 1).

2) Por E y F se trazan las paralelas a AD.

D.) Los tres paralelogramos resultantes son
equivalentes por tener la misma base y la
misma altura.

Problema 2). Dividir un paralelogramo en’ dos
partes cuyas dreas sean entre si como 2:3 por
medio de paralelas a un lado.

D : &

Solucién: 1) Se divide la base AB en la
razon 2:3 (Fig. n). '
_2) por E//AD, se determinan los pa'raie;
- logramos pedidos.

Problema  3) Dividir
tres partes iguales en area por medio de trans-

un paralelogramo en

versales que parten de un vértice (En general,
en n partes equivalentes, siendo n impar.)

Solucion. Tomaremosn =3.

1) Se divide ianto AB como BC en tres
partes iguales (en general ¢n n partes iguales)
Fig. m. :
2) Se u‘nepunto por medio coi el vértice D,
3) Se obtiene:

A AED =cuadrilatero EBFD = A FCD.

D.) Se tiene: AABD =~ A BCD pero, por Teor.
EXXIX, resulta: .

AAMD = A MED = A EBD =x
analogamente:
A BFD = AFND = A NCD =x

Por lo tanto:

A AED =
cuadrilatero EBFD = = 2x
A FCD = 2%

Luego: las tres partes son equivalentes.

Problema 4) Dividir un paralelogramo en seis
partes equivalentes por medio de transversales
que parten de un vertice. (En general, en n par-
tes equivalentes siendo n par.)

1<l

Solucion: Tomaremos n =6.

1) Se divide AB y BC en 3 partes iguales
(en general, en n /2 partes iguales), Fig. 1v.

2) Se unen todos los puntos con D, resul-

tando las seis partes equivalentes.

D.) analoga al problema anterior.

Problema 5) Dividir un triangulo en n partes
equivalentes por medio de tra'nsvefsaics que
parten de un vértice.

Solucion: Déla usted, y tomen =3,

Problema 6) Dividir un triangulo en dos trian-
gulos de modo que sus areas sean entre si como
2:3.

Problema  7) Dividir un triangulo dade en
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dos partes equivalentes por medio de una trans-

versal que parta de un punto dado P en uno de

sus lados. c

M B

A P

Solucion: 1) El punto medio M de AB se
une con C; 2) P(-)C y por M//ﬁ'determina
Q; 3) PQ es la transversal que dimidia al A
ABC (Fig. v).

D.) A AMC = A MBC (Teor. Lxvin)
"A CPM = A CPQ (Teor. 1xvi)

Entonces:

AAMC =AAPC +ACPM = 5 AABC
AAMC = AAPC +ACPQ

AAMC = cuadrildtero APQC = L AABC
Luego: APBQ = %AABC.

Por lo tanto, cuadrilatero APQC = APBQ
Otra demostracion:

AMBC =AMBQ +AMQC = > AABC

pero:
AMOQC = AMOQP (igual base y altura)

‘luego:

AMBC =AMBQ +AMQP =APBQ =1 A ABC.

Por lo tanto: cuadrilatero APQC = APBQ.

Problema &) Dwidir un tnangulo ABC en n
partes equivalentes, por ejemplo n =4, por me-
dio de una linea poligonal que parte del vertice
C. .

Solucién: 1) Se divide AB en 4 partes igua-
les (en general, en n partes iguales), y de ellas
se considera solo el primer punto, es decir (Fig.
VI):

. AP = L AB—AAPC = + AABC.

) 162 (

=

A P R B

Por lo tanto, €l resto que es el

APBC = 3 A ABC.

2) Se divide BC en 3 partes iguales (en

~general, (n —1) partes iguales) y se considera

solo CQ = % B_(-f._Por lo tanto:

AQCP = 1 ABCP =+ -3 AABC =+ AABC.
Ademas, resulta; _

APBQ = 2ABCP = 2.2 AABC = 5 AABC.
3) Se divide PB en 2 partes iguales (en

general, en (n —2) partes iguales); obtenién-
dose:

APRQ =ARBQ = - AABC = 1 A ABC.
Por lo tanto:

AAPC =AQCP =APRQ =ARBQ = + AABC.

Problema 9) En un AABC determinar un pun-

to P que, unido con los: vértices, determine 3
triangulos equivalentes. !

c

A M N B

Solucién: 1) Se divide AB en 3 partes igua-
les y- se forman los AAMC =AMNC =
~ANBC = 3 AABC (Fig. vi).



2) Se traza por M/ /AC y por N//BC;
la interseccion de estas paralelas determina el

punto pedido P.

D.) _f’or el N°:253 se tiene:
“ACAP = ACAM = 1+ AABC
ABCP = ABCN = i AABC
luego: AABP = : AABC.

Problema 10) En un AABC determinar un
punto P de modo que al unirle con dos vértices
del A se determine un A isésceles equiva-
lente a los % del area del AABC.

(Ind.: guiese por el problema anterior.)

Problema  17) Transformar un  rectangulo
dado en dos cuadrados de modo que uno sea el
triple del otro.

Problema 12) En

dos paralelas a una de las diagonales de modo

un paralelogramo trazar

que se¢ obtengan tres partes equivalentes.

Soluctén: Sea AB =a, AD =b. AE =x.

Entonces, por ser A EFA ~ A BDA: -

AFEFA _ x
A BDA a’ wi_ 2
7 B
AEFA _ 2 -
ABDA — 3 de donde: x =faa

Por lo tanto: x se construye como media
; T oD
proporcional geométrica entre = ayajetc

Problema 13) En un rectangulo de lados 12
cm y 16 cm se trazan dos paralelas a una de sus
diagonales de modo que queda dividido en 3
partes equivalentes entre si. Calcular la medi-
da de estas paralelas.

'(Resp.: c/u = %0 \/?cm).

Problema 74) Desde un vértice de un cuadra-
do, trazar una recta que divida al cuadrado en

dos partes que estén en la razén 2:3.

1° solucidn: Se divide AB y BCen5 partes
iguales cada uno. Si se unieran todos estos pun-
tos con D el cuadrade quedaria dividido en
10 tridngulos equivalentes. Al considerar cua-
tro de estos triangulos, la recta DE cumple con
las condiciones del problema. En efecto (Fig.
IX):

AECD |=4 A chicos
trapecio DABE|= 6 A chicos
luego:
A ECD N
ST

trapecio DABE

2% solucion: Sea CE =x, BE =a —x. Como
AECD =’% del cuadrado, resulta:

gare

>

P —x = % a. Porlo tanto, basta

Ii
n|ea
B

dividir BC en 5 partes iguales y el cuarto punto
desde C se une con D. :

g .. )
3" solucion:

Il
=1
Ed

AECD

trapecio DABE

(VY

. (22 —x)
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Al dividir miembro a miembro, resulta:

- AECD:trapecio DABE = —é- axi5@a—x) =2:3

Al resolver esta ecuacion, se obtiene:

280. TESTS

1) El area del cuadrado SRTQ de la figura
1 mide: :

A) 1 em’: Fig. 1

&

4,

B) 27/ 2 em; 0t T
C) 2 em’;
D) 4 cm’; :
E) 2.5 cm’

S R

2) El perimetro del cuadrado SRTQ de Ia
Fig. 1 mide:

A) 2 cm; B) 4em;
) 2A/ 2 cm; D) 2.5 cm;
E) 4/ 2 cm. ;

3) El pentagono SRMTQ de la Fig. 2 estd
dividido en un cuadrado de 64 em® y en
un triangulo TRM de 24 cm’. Entonces,
la.altura MV del triangulo mide:

Q T
vHE M
Fig. 2
3 =R
A) 3 cm; B) 6.cm;
C) 8em; D) 12 em;
E) 4.5 em.

4) Un sitio rectangular tiene un fonde que es
el triple de su frente. Si el perimetro del
sitio-es 120 m, entonces'su area en ot es:

A) 60; B) 225;
C) 2025; D) 675;
By =335
5) Dentro de un cuadrado de lado »a« se dibu-

Jja una T. Entonces, el perimetro de la par-
te sombreada de esta letra es (Fig. 3):

1164 (

6)

8)

Y

777
%
7

4

A) 2a; B) 3a;
C) 4a; D) 35a;
E) falta mas informadon.

Fig. 3

———— — 0 —— —

Un sitio rectangular de 640 m’ tiene un
frente de 16 m. Los otros tres lados se die-
rran con una Ypandercta¢ en cuya cons-
truccion se emplean 20 ladrillos por me-
tro lineal de - »panderetac. Entonces, el

total de ladrillos empleados es:

A) 960; B) 2.240;
C) 1.920; D) 1.280;
E) 624.

El 4rea del rectangulo SRTQ de la figura
4 es;

Fir d
A) 144: €] T
B) 130; . - 3
Q) 52; N
13

D) 99:

E) otro valor £ =
En el rectangulo SRTQ de la Fig. 5 se
unen sucesivamente sus puntos medios;

a su vez se unen los puntos medios del nue-

vo cuadrildtero. Entonces, el area som-
breada mide: Fio 5
Q T _
!
. / I
|
t
s . RS
— A = e o e e i
aly : ih
A B) =3
o 2; D) & ab;
ab
E) -



.

10)

Fig, &

Los lados de un rectingulo miden 6 cm y
8 cm. Al unir los puntos medios de sus

lados se forma el ecuadrilatero MNPQ-

que es;
A} un rombo de 20 cm de perimetro;
B) un cuadrade de 25 cm’® de area:

. €) un rectangulo de 24 cm’ de area:

D) un romboide de 14 cm de perimetro;
E) un deltoide de 24 cm’ de area.

Si el radio DA permanece fijo y OB mé-
vil, el AABQ adquiere su mayor area

cuando el 4ngulo « vale (Fig. 6):

A) 45°; B) 60°;
C) 90%; D) 120°;
E) 180°

11)- Siendo M y N los puntos medios de los la-

Fig. 7

dos SR y RT del # SRTQ (Fig. 7), se afirma

que el area sombreada es:

1) eldoblede X;

12) Se dibuja un A

H) eldobledel;
i) iguala X +Y.
De estas afirmaciones son verdaderas so-

lo:

A) L B) II;
C) 1L D) Tyll;
E) lastres.

equildtero. STM cuyo
lado es la diagonal ST del cuadrado SRTQ
(Fig. 8). Entﬁnces, el éng_ulo MSR mide:

Fig. 8
Q T
’
7
v
i
7
2
s
/
e
7
%
S a R
A) 105°; B) 107°,5;
C) 112° .30 D) 120%;

E) otro valor.

13) El perimetro del deltoide SRTM de la
Fig. 8 es, siendo «ac el lado SR : i

A) da -/ 2;
C) a2+ 2);
E) 2a+ 5 /2.

B) 3a- _\/—2;
D) 2a+(1 + \/E)l :

14) El area del deltoide SRTM, siendo SR =a,

es (Fig. 8);

A) za (1 +/3);
B) ya (V6 +1);

G (/3 + 1)
D)a’ - (1 ++/6);

E) otro valer.

15) En la figura 9 se hace AU = AS, que es la

diagonal del cuadrado ARST. Con esto la

medida del % RSUes, siendo AR = a:

T s
,Z\_\ Fip. 9
i
7/ \
7 \
\
// \
/'/ \\
// -\\
v
P \
==X
A a R 8]
A) 67°.5; B) 32°30°;
¢y 30°; D) 45°;

E) otro valor.

Y165 (




16) En la figura 9 el rea del trapecio AUST
€5 :

A) (1 +/2);

B) 74’ V2

C) a* +0,5:2°/2;
D) 052" +4 \/2;

E) otro valor.

. 17) En la figura 9 el area del A AUSees:

A) a'; B) 5 -a's
C) a’ V/2; D)—;az'\/_Z;

E) otrovalor.

18) En la figura 9 el perimetro del trapecio
- AUST es:
A) 4a;
B) 2a-(1 +/2);
Gya -G F2), -
D)a-Q+/ 2+ 4-22);

E) otro valor.

19) En la figura 9 el area del A RUS es:

A) 0,5-2+/2;

r B)wa-(V2-1)

C) 7
D) 0,25 a*;

- E) otrovalor.

20) El perimetro de la parte sombreada (Fig.
10), siendo »a« el lado del cuadrado QRST,

€5

Fig. 10
1 14

7//

5

A) 1,5 veces mayor qtjc el del cuadrado;
B) 75% del perimetro del cuadrado;

C) el' mismo del cuadrado;

D) 325 a;

By 425 <a.

21) Los lados SR y QT del“rectangulo SRTQ
_ (Fig. 11), estan unidos por un eldstico o
resorte cuyos extremos M y V pueden des-
lizarse, respectivamente, a lo largo de
estos lados. Entonces, la razén entre la
menor y la mayor longitud que puede ad-
quirir el elastico MV es:

Q. ' T
Fig. 11
6 cm
S pvi R
- ————_ f CM—————— i
A) 10:1; ' B) 3:4;
C) 0.6; D) %;
E) 1.25.

22) El area del # QRST de la figura 12 es 100

~cm’. Se prolonga la base de modo que

RV =QR. El irea del trapecio que' se forma
es,encm

T ' 5

Q R v

A) 25; B) 100;
C) 50; D) 75;
E) casi 66,75.

23) El 4rea sombreada de la figura 13 mide
(cada cuadrado representa 1 m’):

Fig. 13
o A) 23,14;
B) 26,28; ,“//
A
C) 16,86; ’ A
5 ; /,4' ‘4
D) 20; A
s
E) otro valor. i

PSR S e —



B

R - en |

24) El lado del cuadrado chico de la figura 14
es igual a los 2/5 del lado del cuadrado

grande. Entonees, la razén entre el area (Fig. 17):
sombreada (rayada) v el cuadrado ma- A) 32,
yor es: B) 24‘"_’ =
A) 04; PRt I
B) 0,16; D) 8r;
Fig. 14
C) 0,84; ’ N E) 18
D) 0,6; 29) Si cada cuadrito representa 1 m’, enton-
E) 0,36 ces el 4rea sombreada mide aproximada-
mente (Fig. 18): : Fig. 18
25) En el rectingulo SRTQ se tiene SQ = 2a A) 20,28 m*; 7 : TT1
yﬁ?y =VM =MT =a. Se afirma que (Fig. B) 2228 %%
15): 1 ' A
) e ; AT
D x=y=3 - ot C) 2228 dnt'; %94%5%%
1) A SRM = A STQ; : . [Df 26,28 m* g
I11) 4rea trapecio SRMV = 4a°. ’Zé‘__ / :
Entonces, es (son) verdadera (s): ) S == L
A) solo I; Q v M Sy 30) Si cada cuadradito rcprcs:nfa 1 m, el
B) salo II; drea sombreada mide apro?ma@amcnteg__
z Fig. 19): S
C) solo I1T; 2a (Fie12) ik by gy
2. _
D) solo 1y II; Ly L2 -
2.
E) sélo 1y TIL T R B) 4,86x m’; 1]
C) 6 m’; A
26) El area del poligono P mide: 15F 1:] : : A l;/’
A) (u —x) :z + xy; < D L
B) (x +v)(z + u); E) 3r m’.

@ Zu + xy; Y e [
D) x(y +2) fuz. x 1 i

E) (y +2)-u
27) En el rectangulo abed (Fig. 16) se verifi-

ca una de las alternativas siguientes en

cuanto a areas:

Fig, 16

C) rectangulo abed = 2/3(Aabe +A abf);

D) rectangulo abcd = 2(Aabe +A abf); A,

E) rectangulo abed = 3 /2(Aabe +Aabf). 'L/L :

d f e c S o

a b. ;gf/

B) rectangulo abed = —;— (Aabe +A abf:}-,‘:,___—

£ Uff

28) Si el lado SR =24 cm, entonces la suma
de las areas de los tres circulos es en cm’

31) Un sitio cuadrado esta rodeado per una
muralla de 600 metros. Se vende el sinio a
$ 50 el o’ Por lo tanto, por el sitio se pago:

“A) $ 30.000; B) 75.000;
C) 1.125.000; D) 225.000;

e T‘@ 112.500.

32) En la Fig. 20 el area sombreada mide: -
A) aprox. 110;
B) 36+;
: C) 18r;
D) 54;

E*l J? o valor.
/U%{O




' : 33)

: 34-)

35}

36

—

37)

-~ A) 32;

. C) 26

A) 55 em;

El drea del cuadrildtero SRVAL o on om?

(Fig. 21): Midan

m

4cm

B) 36;

13cm

D) 52: Fag 21

5
E) falta mayor inlormacion para calcu-
larlo.

El perimetro del poligono Pes: (Fig. 22)

: d
A) at.: + cd; Fig. 22

Bioh o

C)a+b +e —Fd;

Dy ab +d(c — a):

E) otro valor.

b
En la Fig. 23 el
breado mide: 3
A) 30;
B) 18;

C) 15; 4 %
D) 36: 7

avest el tmaneuls som-

Fig. 23

1 :
E) 24. S S G a y
Siendo M y N los puntos medios de los lados
SR y RT del rectangulo SRTO, el area som-
breada respecto a la del rectangulo es (Fig.
24):

Fig. 24
A) 0,25; G- = 1
B). 0,125; };;:f,‘
C) 0,50; AT
R

D) 0,75; iy WoEl

s 5 = :
E) 0,375.
El  perimetro del cuadrilatero. SMNT

(Fig. 24), siecndo SR =20cm y SQ =15 cm,
es: . !
B) 30 ¢m;

C) 60'cm:; D) 35 {-m;
E) otrovalor.

)168(

38) Se tiene un A ABC en el cual la altura

CD trazada desde C al lado AB mide 12 cm,
v los se.g'memos que determina sobre este
lado miden l6c¢m y 9em, respectivamernte.
Su perimetro y su area son:

A) 40.em; 300 em’:

B) 60 cm; 150 em®:

C) 50¢m; 300 em®;

- D) 75 em: 144 em®*:

3y

—

B) 124 %;

40)

41

—

E) ninguno de estos valores es correcto.

L.‘_a diagonal ST del rombo SRTQ se iri-

secta. Entonces, el area sombreada res-

pecto al rombo es (Fig. 25):

A) 25%; Eoe : ey

S R

C) 334 %:;

D) 66=%:

E) 50%.

El perimetro del tripesonde NN s

(Fig. 26):
a T

A) 36;
B) 30 .

M
C) 50: ~ 13

D) 140; S ¥ R

E) falta mayor informacion. Fig. 26

IEn la Fig. 27 el total de las partes sombrea-
das Ttespecto al area del cuadrado SRTQ

e

Fip. 27

A) 25%;
B) 33+ %:
C) 50%;

D) 665 %:

E) 4/9 partes.

En el rectangule SRTQ se unen los pun-
tos medios de sus lados y, en seguida, los

puntos = medios del nuevo cuadrilatere.




43)

H) y=075(x+4)

44)

Entonces., el area sn'rn_breacia mide (Fig.
28):

A) 0. =
A)
B ab ?
e !
Q) % 3
3 ]
D) 0,75 ab ¢

Siendo MN la mediana del tmingulo SRT

(Fig. 29), entonces analice las siguientes

relaciones: (x = A MNT; v = trap. SRNM).

e v

1:3 T

D) x =+

De estas afi rmacli(mes:

A) solo1es verdadera;

B) solo I es verdadera;

©) sélo I esverdadera;

D) salol y Il son verdaderas:;

E) lastres son verdaderas.

La Fig.30 corresponde a -un trapecio
rectangulo  suvas  medidas  se  indican.
- Entonces: : =

Fig. 30

45)

A) el perimetro del trapecio mide 90;

B) el drea del trapecioes 54;

C) el area del trapecio. equivale a la de
un triangulo de base 10'y altura.9;

D) la diagonal mayor mide~/ 313;

E) el drea del trapecio es 90.

En una semicircunferencia se inscribe un
triangulo ABC de modo que AC =1 ¢m y el

16

—

48

49)

—

angulo CAB =60 El 4rea sombreada de
lahgura 31 mide: : :
A) 2em'; B) 1,73 em’;
C)05x/ 3 D) 056 —/3);

E) ninguno de estos valores.

siendo M el punto medio del lado SR
del rombo SRT(Q), entonces el area del
A SMV con relacion a
(Fig- 32):

A) 50%:
B) 025
C) 1/3;
D) 0.6;
E) 125%. S M R

la del rombo es

aQ ST v

Fig. 32

En el rectangulo SRTQ (Fig. 33) el lado
SR = 3by SQ = 3a, entonces el area del

octogono respecto a la del rectanguloes: -
AL - g
B) 7/18;
C) 4/7;
D) 4/9;
E) 75%.

Fig: 33

Enla Fig 33, sia=5cm y b =12 e¢m, enton-
ces el perimetro del octogono en cm es:

A) 60; B) 69:

) 86; D) 42; .

E) 420.

Enla Fig. 33, sia =5 cmyb=12 cm, en’mn-.
ces el drea del actégono en cm’ es:
A) 360; B) 2160;
C) 240, D) 270;
E) 420, :
En un cubo de arista »a¢ (Fig. 34), el area
sombreada del plano diagonal mide:
A) a’; e
B) o v/
C) 2 (a +a/ 2);
D) ala+a/2) .
: s
B /2 /
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51) Los wvértices de un tridngulo ticnen por
coordenadas los puntos A ( =5, —2), B (6, 6)
y C(=5; 6). El perimetro del triangulo es

aproximadamente:
A) 19; B) 21,6,
C) 24.6; D) 32,6;

E) ningunoc de estosvalores.

52) Las coordenadas de los veértices de un
triangulo son A( —4,5), B( =15}y C(3,0).
El drea del triangulo es:
SRS 5 B) 15;
C) 35; D) 17,5;

E) ninguno de estos valores.

53) En una circunferencia de radio OS (Fig.
35), se dibuja una Yestrella de David«
(de 6 puntas). Entonces, el drea sombrea-

da respecto al 4rea limitada por la estre- .

E) otrovalor.

zi ;i% 5

C) 50%; )

D)) 66 = %; 'A//////A‘
NV A

54) En la figura 35, el perimetro del hexa-
gono sombreado es 30 cm, entonces el pe-
rimetro de la estrella es:

A) 60 em; B) 0,30 m;
C) 450 mm; D) 75dm;
E) falta mayor informacién.

.55) 5i en la figura 35 el radio SO =5 cm, en-
tonces el perimetro del hexagono som-

breado mide:

A) 10\/3; B) 15;

C) 18; D) 18v/3;
E) 15/ 3.

56) El 75% de un sitio rectangular de 25 m de

Mrente? es 300 m’. Entonces su »fondo

es:
A) 9m; B) 16 m;
C) 15m; D) 12 m;

E) otro valor.

) 170 (

57) Elarea del trapecio SRTQ es(Fig. 36):

A) 12a%; a’ Q 2a T
B) 5.54%;
C) 432; 28
D) ba’:
E) 8a° .
i 3 Fig. 36 iy

58) Con una tabla cuadrada se obtiene de ella

la' mayor rueda. EI % de madera aprovecha- .

da e8 aproximadamente (Fig. 37):

A) x %; Fig. 37
e / \
C) 3 a%; e

59) Sobre la diagonal de un cuadrado de lado

-

D) 6,27%:;

E) 78%.

unidad se construye un cuadrado; a su vez
sobre la diagonal de este nuevo cuadrado se
construye un tercer cuadrado. Siendo X,
Y, Z las dreas de estos tres cuadrados, se
obtiene entre ellas una de las siguientes al-

ternativas (Fig. 38):

A)Z =X +Y;
7 X+7 .
By ——
EhEx N 0
DYy XaY 7 =12 4

E) X:YsZ =1:n/2:2

: Fig. 38

60) El producto de las fracciones%‘%esté
representado gféﬁcamcntc por la parte

sombreada de:




61) El largo de un rectangulo de 72 cm’ es el

doble del anche.
tAngulo en cm es:
A) 36;

C) 18;

E) otrovalor.

El perimetro del rec-

B) 72;
D) 48;

62) Un rectangulo tiene un lado 20 cm mas que

el otro; el perimetro mide 100 em. Se unen -

sucesivamente los puntos medios de sus
lades formandose un # cuyas diagonales
suman en ¢m (Fig. 39):
A) 15;
B) 35;
C) 100;
D) 50;
E) otro valor.

Fig 39

63) Los lados de un rectangulo miden 16 c¢m

¥ 9 em; siel lado mayor se reduce a la mitad

y el menor se duplica, entonces: ;

A) ambos conservan su area y perimetro;

B) el perimetro del segunde es 4% mayor
que el del primero;

C) las diagonales de ambos miden lo mis-
mo; :

D) sus areasestan en1la razonde 1: 2;

E) novaria nada portener la misma area..

64) La
“camente porla parte so'mbreada de:

1 1 . : =
suma — +-—-estd representada grafi-

=N
W=

: 7
A sdlot \HIIIHI\\HHIIIII
. B) séloII; D) séloly II-;'

C) sole III; E) solo 11 y II1.

-65.) El 4rea del trapecio SRTQ es en cm’

(Fig. 40):
Q_ b6cm

A) 240 T Fig. 40
B) 120 i '
Q) 60; }
- D) 84; i
E) 42. 3 R

-66) El largo de un sitio rectangular tiehe 5 me-

tros mas que su ancho. Si el perimetro del
sitio es 70 metros, entonces el lade mayor

mide en metros:

A) 10; B) 15;
C) 20; D) 25;
E) 35. .

67) El rectangulo SRTQ se divide en un cua-
drado X de 81 em’ y en un rectingulo de

63 cm’. Entonces, el perimetro del rec-
tangulo S_RTQ es (Fig.41): Fig 41

A) 144 ¢m; qQ

B) 48 cmi;
“C) 50 cm; X Y

D) 72;

E) otro valor. 5 R

68) Si r=7 em y w =22/7, entonces el area
sombreada mide (Fig. 42):
A) 56 cm’;
B) 98 cm’;
C) 42 em®;
D) 21 sz;'
E) otrovaler.

Fig. 42

69) El pcr‘iﬂietro del triangulo SRM es (Fig.
43): "
A) 42;
B) 30;
C) 195;
D) 84
E) otro valor.

Fig. 43

S v . R
70) Un hexagono regular estd inscrito en una
circunferencia de 20 em de radio. El peri-
- metro del hexagono en cm es:
A) 600~/3; B) 100v/3;
C) 120; ‘D3 60;

E) 60~/3.

*71) La ;Jarte sombreada representa del total

. (Fig. 44):

‘A)'%?' :

B) % ;-

C) T%;

D)z +3; : :Fa'g,M
s

}171(



72)

Un sitio rectangular SRTQ de 225 m® se
divide en un cuadrado X de 81 m’ y un
rectangule Y. Entonces, las dimensiones
de los lados de Y son (Fig. 45):

A) 18 my 8 m; 0 T
B) 24my 6 m; '
C) 36my4m; 2 !
D) 16 9 m; §

Lo 2 Fig 45 °

. E) cualquiera de las anteriores.

73)

74)

75

i

El perimetro del trapecio SRTQ es
(Fig. 46):
Q 8cm T -
A) 0.04 km; : Fig. 46
; 21
B) 0,4 metros; i
! Ocm
G) 32 cm; : '
i 6cm

D) 3,2 metros; 5

E) ninguno de estos valores.

St MN =15 cm, entonces el perimetro de

la estrella es (Fig: 47):

A) 75 em; Fig. 47

B) 50cm; M N
C) 25 cm;

D) 100 cm;

E) otro valor.

Los lados de un rectangulo miden SR =a,
SQ =b. Se divide el lado SR en tres partes
iguales y OT en dos partes iguales. En-
tonces, la razon entre las 4reas de la parte

sombreada y la no sombreada es (Fig. 48):

A) a/b; =0 M T
B) 2a/3b;

C) 3/2;

M 1;

E) ab/2. 3 o R

El area de un circulo ‘es 64rem’. En-
tonces, su circunferencia mide en cm:

A) 327 B) 64x;

C) 8; D) 16;

E) 167, :

L )172(

A e e

77) Las diagonales del rombo SRTQ (Fig:
49) miden 20 cm y 50 cm. Entonces el area
de la figura SVRTMQ en e’ es:

A) 1500;
B) 750;
C) 1200;
D) 1000;

E) otrovalor.

78) En el rectangulo SRTQ (Fig. 50) se une

¢l punto medio M con Q. La razén entre las .

partes X e Y en que queda dividido el rec-

tangulo es:

o T
A) 1/3;

X
B) 1/4;
C) 2/3: : M
D) 3/4;
E) 0,5 2 Fig-50 R

79) Entre las partes sombreadas de los tres
rectangulos de la Fig. 51, se cumple una de

las siguientes alternativas:

I ' il

Eig. 57
A) I <11 < II;

[El

B) I +1I = 1IL;
C) > 11> I
D) I =1l = III;
E) 11 = 50% de 1L

80) En el # SRTQ de la Fig, 52, la alternativa
correcta que expresa la razén entre la par-
te sombreada y el paralelogramo es:

A) 2/7; i B .
“B) 4/7, 77
C) 12,5%; » '

D) 33+ %;

E) 25%.




81)

82)

83)

84)

El area sombreada de la Fig. 53, siendo
OR = r, mide:
' Fig. 53

A) 5

B) 27,

C) 77 2
D) /2

E) lo mismo que el trizngulo ORT.

En la Fig. 54 el radio OR =a: entonces, la

suma de |as partes sombreadas vale:

D) a° \/Z;

- E) lo mismo que el cuadrado SRTQ.

Obs.: En los ejercicios 83 al 90 cada cua-

dradito representa 1 m’.

El area sombreada de la Fig. 55 mide en

2

mi: Fir 55
A) 20; |
B) 20x; \S:\

N
C) 28,56; W :

N A N
D) 9,42; Nl N
B ororer NN
otro valor \%\\\\:\
R

El area sombreada de la Fig. 56 mide en
9= 3 ;
N Fig. 56

A) 15,14:

B) 24.56;

C) 14?r.; %

D) 20,28; % N

E) unvalor

distinto a los

Y ADN
v

anteriores.

85) El area sombreada de la Fig. 57 mide en m’:

A) 30,88;
B) 58:
C) 28,88:
D) 64;

E) unvalor
distinto a los
anteriores.

oo |
O
\GH% Y
//;:52%/
Y7
a

Fig 57

86) El drea sombreada de la Fig. 58 mide en

2
mr

A) 33; -
B) 55,56
C) 23 ,44;
D) 2944;

E) un valor
distinto a los
anteriores.

Fig. 58
AR

SEN

NN

NS

- ey

g

==

87) El drea sombreada de la Fig. 59 mide en

2
St

A) 25,12;
B) 16;

C) 6624;
D) 50:24;

E) unvalor
distinto a los
anteriores.

|
Az
Bl /' Af /;, //.
Vi
| N
UHHHY
%7

Fig 59

88) El area sombreada de la Fig. 60 mide en

2
mi:

A) 61;
B) 59:
C) 36;
D) 72;

E) unvalor
distinto a los

anteriores. .

Fie. 60

P

/7;//4 7

/]

W

Wi v};. -

1N

//,///A”/f

7
M,

WL

WL
WY




89)

Q) 54;

: .90)

91)

92)

El 4rea sombreada de la Fig. 61 mide en m*:

A) 31.,44;

B) 35.44;

D) 89,44;

E) un valor

distinto a los

anteriores.
Fig. 61 I
El area dela Fig. 62 mide en m’ -
Fiv 02
7
///
/%Z/’W’/?/Zf %
DUGH1%
DIIU40%%Y
DUHLNY DY
YNUY Y AR
DU
/%/ //// A
A) 41,14; B) 90,28;
€) 76 +7; D) 76 + 4r;

E) otrovaloer.

La razon entre las areas de los tres tridngu-
los en que esta dividido el rectangulo
SRTQ es (Fig. 63):

A)2:3:4; Q4 6 T
B) 2:3:5;

Gyl 23 &

D)1:3:5;

E)y3:i4:5 S Fur. 63 R

La transversal X del rectingulo VMTQ
mide (Fig. 64): o=

A) 20 cm; je 16 — T
B) 12 em; 7/

C) 24 cm; Voicnt X

D) 32 cm; _ 7/

E) 16 cm. - VEZiem i
Y174 ( el e

93)

B) 05-v/2;

94)

95)

. E) otro valor.

'El rea sombreada mide en e’ (Fig. 65):

A) V2.

C) 2;
D) i;

E) 0,5.

Si se construye un cuadrado equivalente
al rectangulo RSTQ, debe cumplirse una
de las alternativas siguientes (Fig. 66):

Q T
3 12 6

6 Fig 66

R 4 5

A) el area del cuadrado es 50;

B) el perimetro del cuadrado es 48;

C) el area del cuadrado es 144 y su peri-:
metro es 24; :

D) el perimetro del cuadrado es 25;

E) el area del cuadrado es 48 y su perime-

metro 144,

Si cada cuadradito de la figura 67 repre-
senta 1 m’, entonces el perimetro de la
zona sombreada mide aproximadamente

(considerer =3,14):

A) 15,92;
B) 23,20;
C) 12,78;
D) 17,56;

Fig. 67

96) Si cada cuadradito representa 1 m’, en-

tonces el drea sombreada mide aproxima-
damente (Fig. 68):




A) 4= m’; ~ A)4:9:16 09 9 6 7 1
By 2:5% m'; B).4:9:5;
. 2 C) 9:12: 16;
O ) 912 1?: 12
; D) 3:4:2~/3;
D) 335z m’; )
_ : Ky 9:16: 25 5 ] R
E) 5x o’ _ Fiug, 71
100) El area del trapecio RSTU es (Fig. 72):
e A) 204, uos T
97) De estos tres triangulos se afirma que = - B) 108: j
ig. 69): :
(B o) = C) 240; 12 20
3 D) 408:
20 E) - R Fag, 72 g
12

101) En el A SRQ la base SR =20 cm y la altu-
9 | = ra correspondiente a ella misma mide 10
cm. El punto P estd a 4 cm de la base. El 4rea

sombreada mide (Fig. 73):

A) 120 cm’;

B) 40 cm’;

C) 80 cmz;_

D)) mide lo mismo que la
zona no sombreada;

Fig. 69

I) XeYson rméngulos;
II) Yy Z son isosceles;

2
T} los tres son rectangulos escalenos. B 20t
De estas afirmaciones son verdaderas:
A) solo I; : B) sololl; - 102) En una semicircunferencia se inscribe un A
C) sélo I11; D) solo Iy II; rectangulo SRT. Si el vértice T se corre
E) lastres. - - sobre la semicircunferencia se obtienen di-
: ferentes A para los cuales una de las al-
98) Los lados del rectangulo SRTQ ‘miden ternativas siguientes es verdadera (Fig.
Ya« y b El punto P divide al lado SR de 74):
modo que PS:PR =2:1. Al unir los puntos T eia
Fig. 74

medios L.y H de PQ y PT, el area del
A EPH es (Fig: 70):

A) —ab; :
Q T 5 R
B) £ ab; .
_ A) todos los A que se forman son rec-
C) %ab;- U tangulos escalenos;
. \ B) la mayor drea la obtiene aquél en que
D) 5 ab; ' uno de los 2 basales mide 60%;
E) % ab. - Fig 7 i B €) los angulos basales miden 45° cada uno;
: D) la mayor area la tiene el A rectangu-
- 99) La razon entre las areas de los tres trian- lo isdsceles que se forma; :
gulos en que estda dividido el rectangulo E) falta informacion para decidir cual es
SRTQ es (Fig. 71): ' - el de mayor area.

Y175



103) En el rectingulo SRTQ la transversal .PQ :

mide (Fig. 75)-
A) 25;
B) 20;

i 15

D) 10; :
E) 21. S P 4 R

by 73

104) Los lados de un rectangulo miden 3a y 4a.
Al unir sucesivamente los puntos medios
de los lados se obtiene un cuadrilatero que
cumple con una de las alternativas siguien-
tes:

A) su perimetro es igual a la suma de las

diagonales del rectangulo;
B) sudrea esel 25% del drea del rectangulo;
C) susdiagonales suman 12a;
D) sus lados son perpendiculares a las
diagonales del rectangulo;
E) tanto su perimetro como su area son la

mitad de la del rectangulo.

105) Un sitio rectangular mide 640 m’. Si su

frente es 16 metros, entonces la reja que lo

" rodea mide:
A) 40 m; B) 32 m;
C) 56 m; D) 112'm;
; . E) 160 m.

13

106) El volumen de un cubo es 64 cm’. Su super-

ficie exterior mide: -
A) 16 cm’; " B) 96cm’;

C) 64 cm’; Dj 128 e’
E) 32 em’.

107) Si ¢l lad.u mayor del rectingulo mide 24 em,
entonces el perimetro de las tres circunfe-

rencias en cmes (Fig. 76):
A) 327, [ T
Blie -
C) A48 \

Digs s Eeasiay R
Fag. it
E) 18+. -

108) Si cada cuadradito representa 1 m’, enton-

ces el 4rea sombreada mide aproximadamente
(Fig. 77):

L) 176(

A) 9, 14:

B) 10, 14; %%@Z’%%
: GL77,4777

v K

Rjiges

Fig. 77

109) Si un cuadradito =1 m®, entonces el area

sombreada mide aproximadamente (Fig. 78):

A) 4,57;

B) 3.8;

C) 4_rr;

D) 2::';
B 3

Fig. 78

110) El lado del cuadrado SRTQ mide »a¢. Se

unen sus puntos medios y después los pun-
tos medios del nuevo cuadrado. Entonces,
el area de este ultimo cuadrado mide (Fig.
79):

Q i
A) 0,5a°: :
B) 0,254 :
C) 0,5~/ 22%;
D) %a"!;
E) a2
Fig. 79 S 8

111) La razon entre las areas de los tres A en

que esta dividido el rectingulo SRTQ es
(Fig. 80): -

Q a b T
e Fig. 80
5 : R
A)a:b:i¢
B) a:b:2¢c

‘C) a:b:{(a +b);

D)a:b:(b +¢);

. ) (g +b) : (b +c) : (a+e).




112) Para que en el rectingulo SRTQ se cumpla
que (Fig. 81} AL=AIl —AIIl, el pun-
to X debiera estar: - :
Q X T
I T

|
=

g & ]

S R
_A) en cualquier punto de Q‘l';
B) en el punto medio de QT, no puede estar;
) soloen un punto de modo que

XT - 20X,
D) sélo en un punto tal que
SR R Q_X;

E) falta mayor informacion.

113) El 4rea de un cuadrado es 36 cm?. Si un

A equilitero tiene ¢l mismo perimetro
que el cuadrado, entonces el lado del A

mide:

A) 4 cm; B) 6cm;
C) 8 ¢m; D) 12 cm;
E) 9cm.

114) Si pdra calecular el drea de un cuadrilatero
se encuentra que es igual al semiproducto
de sus diagonales, entonces es:

A) un # equilatero;

B) un # rectingulo;

C) un trapecio récté.nguio;

D) un # oblicuangulo;

E) en ningun cuadrilatero se procede asi.

115) El 4rea de un cuadrado es 2.56 cm’. En-
tonces, su perimetro es;

A) 10,24 em; B) 64 cm;
C) 32 em; D) 6,4 cm;
E) 12.8.cm.

116) El pcrimetrﬁ del trapecic-) de la figura 82 es:

ZH cm

Fig. 82

A) poco menos de 70 cm; :

B) (70 —+/6) cm;

€) 65¢em ++/3 cm;
D) 2 (65/ 3 + 65) cm;
E) 5 (13 +/6 ++/3)cm.
117) El area del trapecio de la figura 82 es:
A) 250 em’;
B) 1751/ 3 em’;
C) (137,5+/3 + 37,5) em’;

D) 5(13 44/ 6 +/3) cm’;

E) faltan datos.

118) Una diagonal de un rombo mide 40'cm y for-

ma un angulo de 60° con los lados adya-

“centes. El drea del rombo es:

A) casi 800 em?:

B) casi 692 cmg;

C) pocomasde 1.384 cnr';

D) 600/ 3 em’;

E) debe darse otro date para poder calcu-
larlo. ' ' :

119) El triangulo ABC es equilatero de lado a;
en la figura 83 se han dibujado también
los triangulos que se obtienen al unir los
p;untﬂs medios de los lados del tridngulo
ABC y MNP, respectivamente. El 4rea
del triangulo RST es:

2 C

|u

A)

]
|

Fig. 83

Bl ov/3 |
o RV
D)%\/?;
E)%\/@ 5 TG B

120) El cuadrado ABCD de la figura 84 tiene
por lade a. Los cuadrados inscritos que si-

i

- guen se obtienen uniendo los puntos me-
dios de los lados del cuadrado anterior. La
razon entre los perimetros de estos tres

cuadrados es: B c
FA A 204

B) 1:73/2:2;
C)n/2-2+/222;
D_)zﬁ:z-: 1;
E)1:2:2/2

Fig. 84

A B

(it

AR 1 (1w 4

E’g;’;]. iy



121) En la figura 84 la razon entre las areas de los 124) El area de la parte sombreada (Fig. 86) del
1 tres cuadrados, siendo a el lado del ma)}or, # SRTQ en el cual M, N, H y L son puntos
es: ) _medios, esen relacion conel #:
A)l:2:4; A) 3/4: a T
B) 1:1/2:2; B) 1/6;
DY 2/ 221 D) 3/8;
3 Fg. St
122) En la figura 84 1a razon entre las diagonales
- TIOS‘;S:“M‘"?“S = Resp.: 1=C; 2 =F; 3=B; 4=D; 5=C; 6=C;
klideh 7=A; 8=E; 9=A; 10=C; 11 =E; 12=A;
| B):2vi2 2 N7 13 =D; 14 =A; 15=E; 16 =A; 17 =D; 18 =D;
| G N2 N 19 =B; 20=C; 21 =C; 22 =D; 23 =D; 24'=C;
|§  Dy12. 2T 25 =E; 26 =C; 27 —A; 28 —=C; 29 =D; 30 =B;
| : . - 31 =C: 32=C; 33 =B; 34 =B; 35=B; 36 =E;
| : 37 —A; 38 =B; 39 =C; 40 =B; 41 =B; 42 =C;
1| 123) En el A SRQ se obtiene una de las alter- 43 =E; 44 =E; 45 =D; 46 =B; 47 =A; 48 =(;
nativas siguientes (Fig. 85): - 49=E; 50=B; 51 =D; 52 =A; 53 =C; 54 =A;

55 =A; 56 =B; 57 =D; 58 =E; 59 =D; 60 =A;
61 =A; 62 =D; 63 =B; 64 =E: 65=C: 66 =C;
67 =C; 68 =D; 69=A; 70=C; 71 =C; 72 =D:
73 =B: 74 =E; 75 =D: 76 =E: 77 =B; 78 =A;
79 =D; 80 =E; 81 =F; 82 =E; 83 =C; 84 =D);
85 =A; 86 =C: 87 =F; 88 =B; 89 =A: 90 =B;
91 =B; 92=A; 93 =D; 94 =B; 95=A; 96 =D:
97 =D; 98=C; 99=E; 100=A; 101=E;

"A) SR = 15; ; 102'=D; 103 =C; 104 =A; 105=D; 106 =B:
B) RQ = 12; 107 =B; 108 =C; 109 =A; 110 =B; 111 =C;
) perimetro = 235; 112 =A; 113 =C; 114 =A; 115=D; 116 =E;
D) perimetro = 47; 117 =C; 118 =C; 119 =E; 120 =B;- 121 =A;
E) faltan mas antecedentes. ; 122 =B; 123 =D; 124 =E.
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Trazos conmensurables e inconmensurables. Maxima comin medida de dos trazos. Trazos y

segmentos proporcionales. Teorema Particular y General de Thales de Mileto. Construccién

de la tercera y cuarta proporcional geométrica.

281. TRAZOS CONMENSURABLES E

INCONMENSURABLES
Medir un traze consiste en calcular las veces
que otro trazo, tomado como unidad, cabe en él.
Puede suceder que:

A) el segundo trazo (trazo unitario) este
contenido un nimero exacto de veces en el pri-
mero, es decir, no existe resto. En este caso se di-
ce que el segundo trazo es una medida del prime-

ro o que es unit alicunta parie de él.

A

En el ejemplo de la figura, el trazo »b¢ es
una alicuota parte de AB y esta contenido exac-
tamente 3 veces en AB (no hay resta). Es decir:
a =3-b, lo que indica, también, que »a es un
miltiplo de »be.

En general, si »b¢« es una medida de »a¢ y
cabe Ml veces en Mal, se obtiene:a =n+b

B) el segundo trazo no esté contenido un
nimero exacte de yeces en el -primero, sino que
queda un resto.

Dos o mas trazos pueden tener uno o mas
trazos que son Ycomurnies medidast a ellos. Por
€., si el metro es comin medida de dos trazos,
tambien sera comun medida de ellos el dm, el em,
el'mm, etc.

Cuando existe una comin medida se dice
que los trazos son conmensurables y si no existe,

los trazos son tnconmensurables.

282. MAXIMA COMUN MEDIDA
De dos trazos es el mayor trazo que es coman me-
dida de ellos:

En Aritmética los divisores comunes a 48
y 72 son: 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12 y 24, pero el
mayor de ellos es el "24« que es el Mdximo
Comiin Divisor de 48 y 72. Para su determina-
cion existe mas de un método. El mas sencillocon-

siste en dividir el mayor de los niimeros dados -
por el menor (72 : 48); si existe resto (en este
ejemplo el resto es 24) se divide el menor de los
nimeros por el resto (48 : 24). Ahora, no tenemos
resto, pere si lo hubiera se divide el primer resto
por el nuevo resto y asi sucesivamente: El Maxi-
mo Comun Divisor es el tltimo divisor que se es-
cribe cuando no queda resto. En nuestro ejem-
plo, esel 24.

En forma analoga, para determinar- la
Miéaxima Comin Medida de dos trazos, se proce-
de’a aplicar ¢l menor sobre ¢l mayor: Si no queda
resto significa que el trazo menor es la Maxima
Comun Medida. Pero si queda un resto, se aphi-
ca éste sobre el traze menor. Si atin se obtiene un
resto se aplica éste sobre el resto anterior, y asi
sucesivamente. i

Si uno de los restos »r cabe exactamente

en el resto anterior YR« se dice que Pr¢ es la

maxtma comun medida de los dos trazos.

Si’ siempre gquedara un resto, aunque fuese
muy pequeno, se dice que los trazos son incon-
mensurables: ; ;

Daremos el siguiente ejemplo: si se hace
esta operacion entre la diagonal de un cuadrado
y su lado, se llega a la conclusion que entre ellos
no existe una comun medida, es decir, que son
inconmensurables. En efecto: ; i

D C




i) se hace DA’ = DA = BA’ - BD -DA
1 resto; 5
2) enA’ LBD = A'E=AB=AE;
3) sehace EF =EA’ = FB = segundo resto;
4) enF.1 AB resulta FB =FA”;
5) se hace AVA”? =A”F = BA™ =
— BAY - ATA? __:_3¢.r resto;
6) setrazala L en A7, efc : :
La operacion se continia indefinida-
mente sin encontrar un trazo que sea una comun
* medida, pues siempre se obtiene un resto que

puede ser tan pequefio como sc quiera®. -

Q

Designando por »a¢ el lado del cuadrado
y aplicando el Teorema de Pitagoras, la diagenal
. de este cuadrado vale a/ 2. Por lo tanto, la ra-
zon entre la diagonal y el lado es:

aVZ _ /5 - 14140135,

(ntGmero irracional que es inconmensurable).

283. TEOREMA PARTICULAR DE
‘THALES _

Al cortar los lados de un dngulo por dos o mds pa-

ralelas, los 5egﬂﬁen£os que interceptan en los la-

dos son proporcionales.

I

H) AB //€D
, 3 _ 08
AC  BD

D) Siendo »a¢ una medida comun (puede o
no ser la Max, Comtn Medida) para los tra-
20s OA y AC que esta contenida 3 veces
exactasen OA y 4 en ‘AC, obtendremos:

OA = 3a
“AC =4a
,-\(:. 4. ,( Al

Por lo tanto: La razdn entre dos trazos es igual a
la razén entre los numeros de sus medidas.

Al trazar por los puntos de divisién las pa-
ralelas a AB y CD, también OB queda dividido
en tres partes iguales y BD en 4 partes iguales;
estas partes son iguales entre si pero distintas a
las anteriores, es decir: a # b (;En qué caso se

tendriaa = b?)

Luego: OB =3-b
BD =4b
OB _3¥ _yy OB _23
RD 4.4 BD 4

De X) e Y) se deduce la proporcion:

Por lo tanto, queda demostrada la tesis.

Pero, al componer esta proporcién y com-
pararla con los antecedentes o consecuentes,
respectivos, se obtienen las dos proporciones
siguientes: '

A+AC  OB+B o 1) ()_CE 9]

Al trazar por A la paralela 2 OD, son los la-
dos del % « los que quedan cortados por dos
p;i‘rale:las, pues AE // OD. La proporcion 1)
aplicada a este angulo, expresa que (Fig. IT):




Fig. 11
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pues AB =ED (lados opuestos ﬁe' un #).

284. Interpretando esta dGltima proporcién 1v)

en la primitiva Fig. 1 se obtiene el siguiente teo-_

rema: Al cortar los lados de un dngulo por dos o
mds paralelas, las paralelas son entre 5t como los

segmentos medidos desde las paralelas al vértice.

En resumen en la figura 1.6 II podemos es-

cribir las ¢inco properciones siguientes:

p. 2.0
AC BD

iy 26 _Op
OA OB

my 22 - 00
AC BD

A _ OC

IV A T T T e
) AB Ch
vy = _90
- BA De

Como en una proporcion pueden alternar-
se, permutarse ¢ Invertirse sus ferminos, se pue-
den aplicar estas propiedades a cada una de las
cinco  proporciones  anteriores, obteniendose
ocho maneras diferentes de escribir cada una
de ellas. Asi, la proporcion I) da origen a dos
Proporciones gue comienzan €on OA y termi-
nan con BD que son:

I) OA:AC =OB:BD
OA:OB - AC . BD

(se alternaron los medios de I)

Hay dos proporciones que comienzan con
AC y terminan con OB

AC:0A - BD . OB
AC:-BD = OA: 0B

extremos de la I y después se invirtio)

(seinvirto la I)

(se alternaron los

Lo mismo puede harerse con OB y BD, ob-
eniéndose:
OB : BD = OA : AC (se permuté la I)
OB :OA = BD : AC '
extremos de | y despues se permutd)

(Se alternaron los

BD: OB = AC: OA

 (se alternaron los me-

dios y los extremos de I)

|
=
=

BD : AC =

:OA (se alternaron los ex-
' tremos de I)

En total podemos escribir y obtener las 8

proporciones siguientes:

-
i
Il

OA : OB : BD

OA:OB = AC :BD

' AC:0OA =BD:0B

EE =%:% ;= en todas ellas
%_B_D :'93119 se verifica que:
OB : OA = BD : AC

BD:BO = AC:0A OA -BD = AC-OB
BD:AC - BO.0A

Con cada una de las cinco proporciones fun-
damentales podemos hacer lo mismo que hemos
hecho sélo con 1a I) y, por lo tanto, en la figura I o
IT podemas formar y leer 40 proporciones.

Como cjercicio escriba todas las propor-
clones que comienzan con OB {(son 6); después,
todas las que comienzan con AB (son 4).

285. OBSERVACIONES

1) Las «inco proporciones fundamentales
anteriores son validas, también, cuando las pa-
ralelas cortan las prolongaciones del 4ngulo

mas alla del vertice.
e /a

Fig. 11

Byadey i T i i



- La d_emost_racién es analoga a la ﬁue hemos:
hecho para la figura I 6 II. Usted puede hacerla
como ejercitacion (Fig. I1T).

2) Para este Teorema de Proporcionali-
dad de Thales existen varias demostraciones, y
de ellas, la que desarrollaremos a continuacion,
se basa en la equivalencia de areas.

En la figura IV, los A OCB y AOB tienen
la misma altura h’ desde B (no dibujada en la fi-
gura para no enredarla). Luego:

A OAB

Il
Mi»—- I\Jt—'
e

=

A OCB

Analogamente, el A ODA y OBA ticnen la
misma altura h” desde A (tampoco dibujada).

- Luego:
: 1 == 17
AODA = +ODh 4 A0DA _ 0D

Al multiplicar miembro a miembro a) por
b) resulta: :

y 4 ODA OA OB

AOAB AODA _ OA-OD
AOCB A OBA 0G-OB

A QCB oc

A ODA = A ABO + A ABD
A OCB - A ABO + ABC
A ABD = A ABC' (tienen igual
base y altura).

pero:

Porlo tanto: A ODA = A OCB, de donde:

[ te,
‘OC OB
OA _ OB
Lueso: | — =—
8- | 5 oo

que es la misma proporcion [I) demostrada mas
_ atrés.

3182

OD
OB

Fig. V

C D

3) Por, Trigonometria se sabe que: el
drea de un triangulo es tgual al semiproducto de
dos lados por el seno del dngulo que forman.
Esta relacién la aplicaremos en la figura V a los

< A ABO y CDO considerando, primero el an-

guloe, y después

A ABO = %Xﬁ-m_sm-a ;
A CDO = -+ CD-OC sen a} '
1) AABO _ XB-OA
ACDO CD-0C
Analogamente: 5
A ABO = % OA - OB seny
A GDO = . 000D sn y ]
e
A CBDO 0C-0D

De 1) y 2) se obtiene:

AB.OA _ OA-OB

@D - 0C 0C -OD
. | AB_0OB
,.de donde: = o

que es la proporcién V de mas atras.
Como ejercicio - demuestre usted por este
camino que OA:AC = OB:BD.
También este Teorema de Thales puede
demostrarse. por Geometria Vectorial (pag.
177 de Matemdticas Elementales, tomo T1).

4) Lo anterior permite expresar de otra

‘manera el teorema Particular de Thales: »Al.

trazaruna o mds paralelas a un lado de un trian-
gulo, sedeterminan en los otros dos lados segmen-

tos proporcionalest.



286. TEOREMA GENERAL DE THALES
PA[ corlar dos o mds rectas por lres o mas parale-
las, se deferminan en las rectas segmentos pro-

porcionales®.

' .-'— =3

L

Fig. VI

|
>
——

bR

N \
A\

N

\

H.) R’ y R” son cortadas por L’/ /L”//L’”
(Fig. V1)

e

=li=]

D.) Se traza por A la recta L // R”. Luego, por
el Teorema Particular de Thales, se tiene:

ST e, AT - DE
B G GH = EF
Luego: A:( = D:E (q.e.d)

287. OBSERVACION. Recordemos que:
a) Proporaion discontinua: es la que tiene fodos

sus términos distintos. Por ejemplo:
5 4
95— % o a:b=c:d

b) Cuarta proporcional: es cada uno de
los términos de una proporcion discontinua. En
el ejemplo anterior, 5 es 4 proporcional entre
10, 4 ¥ 8 en la proporeion 5:10° = 4:8. Lo mismo
pucde decirse de los otros niimeros de la propor-
ciéndada.

Para que el problema de caleular la 4° pro-
porcional entre tres cantidades dadas no quede
indeterminado, debe indicarse también la propor-
¢ién. De lo contrario, si tan sélo se pide calcular la

4° proporcional entre 2; 4 y 10 se pueden obte-
ner tres resultados distintos:

10 : x =% = 40;
2) 42 =10: x—=xs
3) 102 =4 :x—=x =08

1
n

En cambio, si se pide calcular la 4° propor-
cional entre 2;: 4 y 10 de modo que 4:2 = 10:x, el
problema queda bien determinade y tiene solo

una solucion: x = 5.

¢) Proporcion continua: es la que tiene los
medios iguales o los extremos iguales.

s esRe
bies a5

d) Tercera proporcional: es cada uno de

* los términos no repetidos de una proporcién con-
tinua.

En la proporcion 4:6 = 6:9, el 4 es 3% propor-
cional entre 6 y 9; analogamente lo es el 9 entre 4
y 6.

En el calculo de la 3° proporcional tam-
bién debe indicarse la proporcion para que el pro-
blema no quede indeterminado. oA

Por ejemplo, calcular la 3" proporcio-
nal entre 8 'y 10 de'modo que 8 110 = 10: x. De
aqui se obtiene: x = 12,5, =

¢) Media proporcional: es el termino re-
petido de una preporcion continua. :

En la proporcion 4 : 8 = 8 : 16, el 8 es media
propercional entre 4 y 16.

Ejemplo: caleular la media proporeional
entre 18 y 8.

18:x - x:8=x 2144  x =12

Este. repaso lo tendremos presente a con-
tinuacion, pues lo aplicaremos a la Geometria
para la construccion de la cuarta, tercera y media.
proporcional geométrica. Por lo tanto, ahora
los elementos de la proporcion seran trazos y no

NUMEros.

288. CONSTRUCCION de la 4°
PROPORCION GEOMETRICA
Dados tres trazos: a, b, ¢, construir la 4° propor-

cional geométrica entre ellos de modo que :

a: b =0c:x
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1

1°. solucidn: pueden darse varias solucio-
nes basadas en el Teorema de Thales. Daremos
aigunas y las otras quedan de 'ltarcaﬂ para us-
ted.
1) Se dibuja un éngulo cualquiera.
2) Se copia sobre uno-de los lados dos de
los trazos dados y el tercero sobrc el otro lado,
pero siguiendo el orden de la proporcion dada
(Flg Vi), '

=0A,b = AB ¢=0C
3) Se une A con C y por B se traza la para-
lelaa AC. .
: 4) Resulta: CDh =

x
a

g et b

2 solucién: 1) se dibuja un angulo cual-
‘quiera; 2) se copiaa = OA b - OB,0C =¢;3)
- se une A con C y se traza por B la paralc!a aAC

3 solucidn: se basa en los paralelogramos
complementarios, pues de la proporcion dada

se obtiene:a:x = b -c
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(Flg VIII).
Resulta: AD =
Eig IX
D € F
_______ 1
e
// I
~ |
b 7 i
= |
. s
A I e
l c ,// B a I
1 et i
I o
| -~ [
i i i =
i S | ]
I s | |
1 o i &
[ e e (et =4
= H K

1) Se dibuja un rectangulo de lados b y ¢;
2) se prolonga AB — B en BE=a y DC—C
en CF = a; 3) se prolongan DA — A, CB—B,
—) B — B determina P; 5) se
traza por P // AE (Fig. IX).

Resulta: EK = x

' 289 CONSTRUCCION DE LA TERCERA

PROPORCIONAL GEOMETRICA
Dados dos trazos »a® y »b« construir la tercera

proporcional geométrica entre cllos de modo que

a:b =b:x

Fig. X

1° solucidn: es aniloga a la comstruccion
de la cuarta proporcional geométrica (Fig. X):
1) OA =a;AB =b,0C =b

2) C(-)AyporB//AC
_Rcsuita: CD =x
e SR A -71-"1
| Fexl
b /// i i
L |
o |
A 2 =l r
| P //', 8 = ;
II' /,// ! } X
I o 1
Ed e s e e =]
P H K

2 solucién: de la proporcion se obtiene
a'x =b :

Es decir: se trata de transformar un cua-
drado de lado »b¢ en un rectangulo de lados Pa¢
y 2x4

Guijese por la 3°

solucién del problema
anterior (Fig. IX). '

# solucién: se puede aprovechar el Se-
gundo Teorema de Euclides (N® 265 =
1) siendo CH
lar en H;
) sehace /B = a;

— b se traza la perpendicu-
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3) seune B con €y setrazaen Cla perpen-
diculara B_Cla que determina A en BH — H.
_Resulta: AH = x (Fig. XII).

290. TESTS

En la Fig. 3, para que L, // L, el valor

de Px« es:

RN /

Fig. 3

1) Para que L, // L,, el valor de »x« en la A)'5, B) 7:
figura 1, debe ser: : : C) 9, D) 11,
E) otro valor.
Fig 1 - . 5
A) 33 ) ’ 4) Un plano esta hecho en la escala 13500
B) -5 La distancia entre dos edificios medida
C) -2 +.m;. xx10/ en el plano es 6 cm. E‘nt?nccs, la distancia
en el terreno entre los edificios es:
D) 4<x<5; / =l A) 750 m; . B) 375,m;
E) esindeterminado. C) 7,5 km, D) 37,5 m,
E) 1500 m. :
2) Enla Fig 2, ;cufnto debe valer »x¢ para 5)  un plano esta hecho en la escala 1/200000.
qie Ly [/ L2 ‘Sien rc.l plano la distancia entre dos ci.udadcs
; es 2,5 cm, entonces ellas se encuentran real-
A) 3,75; Fig. 2 mente a:
B): —3,75; A) 5 km; B) 2 km;
C) - 10; C) 500 km; D) 0,8 km;
Zx5 E) 8 km.
D) 10;
E) x <IN Respuestas: :
\ N {—A72-D3=D:4-B5-A
L

1 Lo
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‘

272 UNIDAD

Division interior y exterior de un trazo. Division arménica dc un trazo. Puntos arménicos. Cir-

cunferencia de Apolomo. Teorema de Apolonio.

291. DIVISION INTERIOR DE UN
TRAZO (Fig. 1)
Se dice que un punto P divide interiormente a
un trazo AB cuando pertenece a la region inte-
rior del trazo, es decir, cuando queda entre los
extremos A y B.
Fig. 1

= P £

Convendremos en leer los trazos desde el pun-
to de divisi_éﬁ hacia los extremos del trazo. Por
lo tanto, en nuestro ejemplo los segmentos en
. que P divide interiormente al trazo AB son PA y
PB. La razén entre estos segmentos se designa
por (lambda). Entonces:

-

)

I
==
o] | oo

. 8i se considera un sentido €n los trazos, en
_ este caso ‘los trazos PA y PB ﬁenen sentidos
opuestos y, por lo tanto, el valor de A es ﬁegativo
osea:x <0

292. DIVISION EXTERIOR DE UN
~ TRAZO (Fig. 2): '
Fig. 2
5 B ey

L
— s ‘i

-0 e

Diremos que un punto () divide exteriormente
a un trazo AB cuando pertenece a su prolonga-
~ ci6n. En nuestro ejemplo, el punto Q y el Q’ divi-
den al trazo AB exteriormente. De este modo,
los segmentos en que el trazo AB queda dividi-
do exteriormente por el punto O son {de acuerdo
con nuestra convencién de leer los segmentos
desde el punto de division): _QT& y @ La razon
entre ellos es:

Sl

- En este caso QA y QB tienen el mismo senti- -

do y, por consiguiente, el valor de A es positivo:
A >0

) 186 (

-3

Analogamente, los segmentos en que °
divide exteriormente al trazo AB son QA y

QA

Q’B. Surazénes:A = —— > O
Q B

De acuerdo con nuestra convencién para

leer los segmentos de division, tendremos:

A < 0 = punto de division interior

X > 0 = punto de divisién exterior
;Como interpreta usted los casos

=0,A = —lyx = +1?
Otros
otra convencion y para ellos A > 0 corresponde

Observacion: autores consideran
a una division interior y A < 0, a una division
exterior del trazo. :
En los problemas siguientes considerare-
mos el valor absoluto de A, es decir | A |. To-

maremos en cuenta el signo sélo cuando sea ne-

‘cesario.

293. PROBLEMA FUNDAMENTAL [
Dividir interiormente un trazo AB en la razén
m:n (?m¢ y »n¢ pueden ser dos trazos dados o
bién, dos ntmeros dados, por ¢j., 3:5).

m n

-

1* solucién (Fig: 3): 1) con vértices en A
oenB se dibuja un angulo cualquiera;

2) sobre el lado libre del 4dngulo se copia
m =AM, n =MN;

3) B( —)N y por M // BN determina el pun-
to interior X. '

Por el Teorema de Thales se tiene:
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2 solucion (Fig. 4): 1) se trazan en A y
en B las perpendiculares (o bien, dos paralelas
oblicuas);

2) se copiam = AM yn = BN;

3) M( =) N determina X.

Resulta: — = —=— .

224, PROBLEMA FUNDAMENTAL II -
Dividir exteriormente un trazo AB en la razén

" solucion (Fig. 5): 1) se dibuja un 4n-
gulo cualquiera con vértice en A o en B;

2) secopiam = AMyn = MN;

3) B(—)N yporM // BN determina Y.

YA )
Resulta: —=== E =

295. PROBLEMA FUNDAMENTAL III
Dividir arménicamente un trazo AB en la

razon m:n.

Definicion: Dividir un  trazo armoénica-
mente es dividirlo interior y exteriormente en

la misma razon.

I* solucion: se combinan en una sola,
figura las primeras soluciones de los problemas

Iy II. {Hagala usted!

Z* solucion (Fig. 7): es menos confusa
que la anterior y, por lo tanto, mas conveniente.
Se combinan en una sola figura las segundas so-
luciones de los problemas I y I1. Para esto se tra-
zanen A y B las perpendiculares (o bien, dos para-
lelas) y se copianm = AM,n =BN =BN’.

Al unir M con N se determina el punto in-
terior X, y al unir M con N’ se determina el pun-
to exterior Y.

Se obtieneg

e + Fig.6

-

\

2 solucion (Fig. 6): 1) en A y B se trazan
las perPendicula'res :

2) secopiam = AM yn = BN;

3) M (—)N’— N’ determina Y.

Resulta; =22 AM _ m
YB

XA:XB = AM : BN = m:n (parael punto

interior X)

YA :YB = AM : BN’ = m:n (para el punto

' ' 2 exterior Y)
.. XA:XB =YA:YB =mn

Los puntos X e Y se llaman puntos arménicos,
pues dividen al trazo AB arménicamente. A su
vez, los puntos A y B dividen el trazo ﬁ, tam-
bién armonicamente.

Por lo tanto, los puntos A, X, B, Y consti-
tuyen un juege de punilos armenicos o un conjun-

to de puntos armonicos.

- )187




- 296. CIRCUNFERENCIA DE APOLONIO
(griego: —262a —180)
Es la circunferencia que tiene por diéilmetro la
distancia entre el punto de division interior y el
punto de divisién exterior de un trazo dividido
armonicamente. En la ultima figura 7 es la cir-
cunferencia que tiene por diametro (XY).

297. TEOREMA LXXXVI
La bisectriz de un dngulo interior de un tridngu-

lo divide interiormente al lado opuesio en la

razon.de loslados gque forman el dngulo.

XA C!\ a u
e = =M —_— i —
L) % CB b ¥

D.) SetrazaporB // ACyCX —X
determina D. De este modo el angulo de
vertice X queda cortado per
dos paralelas: ACy BD.
Por lo tanto, resulta (Fig. 8):

Zll

= % ; pero BD =BC =a (pues el
: A CDB es isbsceles al ser
Cxl =2 =%3).

LLIEgOZ L(:i:: St
= XB L

298. TEOREMA LXXXVII

La bisectriz del éngufo exterior en el verlice de
un tridngulo divide exteriormentie al lado opues-
to en la razén de los lados que forman el dngulo

interior adyacente.

H.) CY = bisectriz del éngulo exterior.

-
g
~
e

[

T.)

b
a -

-
ool
(an}
w

D.) Al trazar por B // AC resulta (Fig. 9):

%5 =%4(porH)
%5 =% 6 (alt. entre /0

%4 =%6 = A CBE es isosceles.
Luego: CB = BE = a
 Como el X AYC esta cortado por dos parale-

las, GA y'ﬁ,'sc obtiene:

X2 OGRS YA JGACD
YB E B (B 2
pues BE = CB
c ;
_\“5 : Fig. 9

299. TEOREMA DE .AP()L()NI O (Fig. 10)
Los dos teoremas anteriores se resumen eg el
llamado Teorema de Apolonio: YEn un tridn-
gulo, la bisectriz de un dangulo interior y
la del dngulo exterior adyacente
ditnden armonicamente al lado
opuesto en la razon de los
lados que forman
el dnoulot.

Fig. 10




T) XA YA b

D.) Esta hecha en los dos learemas anteriores.

Pero; en virtud del Teorema N° I (N° 54), el
% XCY = 90° y, por consiguiente, al dibujar la
circunferencia de Apolonie de diametro (XY),
esta circunferencia debe pasar por el vertice C
del A ABC (4angulo inscrito en la semicircun:
ferencia de Thales).

De lo anterior se obtiene el siguiente EG

300. L. G.N° 27
¥Cuande en un triangulo se conoce un lado y la
razon entre los otros dos lados, el L.G. del tereer

vértice es la Circunferencia de Apolonio¥.

301. EJERCICIOS (Resucltos y por resolver)
Problema 1) Un trazo de 21 em esta dividido ar-
monicamente en la razon 2:5. ;Cuanto mide el
radio de la circunferencia de Apolonio corres-
dierite? j

v

g et
m =

“ Luego, el didmetro (XY) = 20 cm y radio

= 1_0cm..

Problema  2) En  general, demuestre que al
dividir arménicamente un traze »a¢ en la razon

m:n, siendo m>n, el radio de la circunferencia

“de Apol_dnio es:

re T

Problema 3) Se conoce un trazo AB y el punto
interior de division X -(Fig. 12). Determinar el
punto arménico de X (o sea, determinar el punto
exterior Y).

e —t A

Solucidn (Fig. 11):
1) se trazan las pérpend_ic_ula-res enAyB;

2) AM = 2 unidades;

BN = BN’ =5 unidades;

3) M (—) N determina X; N(-)M—M
determina Y.

Resulta (XY) = diametro de la circunfe-

rencia de Apolonio.

Céleulo del radio: sea AX = x, por lo tanto
BX =21 —x.

Luego:x i (21 —x) = 2:5 — x=6.

Ademés, siendo YA= y = YB =21 +y
se tiene: y : (21 +y) = 2:5de dondey = 14

un

o A S

”
e Fig. 12
v _ 1

Solucion: al conocerse el punto de’ division
interior X se conoce también la razén en que
esta dividido el trazo: XA : XB.

Entonces, se trazan las perpendiculares en
A yen B (o bien, dos paralelas) y por X se traza
una transversal que corte a estas dos perpendicu-
lares. De este modo queda determinado AM =
=my ﬁ = n. Se hace BN’ = BN y se une M
con N* prolengandose hasta determinar Y, que

es el punto pedido arménico de X.

Problema 4) Se conoce un trazo AB y el punto
de division exterior Y.
Determinar el punto armonico de Y (o sea,
determinar el punto de divisién interior).
Solucion: analoga al problema anterior.
iHagala usted! Ademas dibuje.la cireunferen-
cia de Apolonio correspondiénte.

Problema 5): A :¢,a:b = mm h
Andlisis: Con Pc quedan determinados los-
vértices A v B. Para el tercer vértice € se tienen
los siguientes L.G. (Fig. 13):
1°. ©@ de Apolonio (pues se conoce et y
la raz6n m:n entre los otros dos lados);
e paralela a la distancia h. de AB.

)189 (
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M"-/// Fig. 14
Construccion (Fig. 14): 1) ¢ —AB; 2)Len
AyB;
3)m= AM,n = BN = BN
4)M (=) N determina X; M (=) N’ — N’
determina Y,
5) se dibuja la ® de Apolonio (XY);
6) AD = h;
7) por D // AB determina C y C’.
El A ABC y el A ABC’ cumplen con las
“‘condiciones del problema. '
Discusion: :
sith, < —%— (XY) hay 2 soluciones;
sih. = -L (XY) hay | solucién;

sih. > = (XY) no hay solucion.

Problema 6) A te=21cm,a:h =2:5,h, = x
;Cuanto debe medir la' altura h. para
que exista sola una solucion?

Ind.: ver N° 301-1 y circunferencia de Apolonio.

Problema 7) A :c, a:b = m:n, g,

}190(

Andlisis: Con Pe se determina A y B (Fig.
15). : : :
1) 1a© de Apolonio

L.G. para C:
i 2) arcode @ (M, t.)

Consiruccion: Dese

usted los datos y haga

la construccion.

Problema 8) i - c¢,a:b = min,y
Andlisis: Con ¢t se determina A y B.”,
1°. 1a © de Apolonio (N° 296)

LG. C:
Farg 2°. el arco capaz dey (N° 231)

Observacion: Mas adelante, al estudiar la
semejanza de triangulos, se vera otra solucion.

Problema 9) A :u,v, by
Andlisis: Con (v +u) se determinan A y B |
(Fig. 16).

A X B

Como se conoce el punto X de division in-
terior se determina el punto arménico de X
(véase N” 301-3). En seguida, para C se tienen los
1:G.: '

1°. la@ de Apolonio

2°. arcode @ (X, by )

Construeccion: Dese usted los datos y Lha-
gala!

Problema 10) A-: u, v, h,

Problema 17) A :p,q, ah = m:n




Problema 12) A :c,ath = min, ity = m':

Andlisis (Fig. 17): Sea ¢ = AB, , =AN,

t, = BM

Fig 17 -

lo cual se determina el & DEC en el cual AB:BE =
— AM: MC = 1,pucsm- = MC.

Porlo tanto, BE =AB =c¢: ademas. CF =2t
puesto que BM es la mediana del A AEC. En
forma analoga se demuestra que

DA =AB =¢,CD =2 -4,

Entonces, se puede construir el ADEG
en el cual se conoce DE = 3¢, la razén m’in’ =
= CD : CF y sélo falta determinar la posic_i(]h del
vertice C. Para C se tienen los siguientes L.G .
1°. 1a © de Apolonio (se divide AB =¢ arméni-

" camente en la razén m:n);
2°. la @ de Apolonio (se divide DE =3¢ armé-
nicamente en la razoén m’:n’).

Construccion: ;Hagala usted!
Problema -.7_3) A piqo ity = min

Problema 14) b, aze = m:n, t
Problema 15) A =a,b:c = m:n, hy

FProblema 16) A :c, t,:ity = m:n, t,

Problema 17) 4\ p, b, azh = m:n

Andlisis: primeramente se construye el
A auxiliar HBC con p=HB, CH=h vy
% CHB = 90°. Con esto queda determinado el
ladoa = BC (Fig. 18).

c

. Por lo tanto, en la propercion a:b=m:n se
determina »b« como’ 4® proporcional geomé-
trica. Conocido »b« se corta desde C con esta
magnitud como radio lo que determina A en la
prolongacion de BH— H.

Construccion: Hagalo usted!

Problema 18) A :b, he, p:g = min

Problema 19) Dividir un trazo AB en tres par-

tes que sean entre si como n;n:p.

T} ]
datos O |
P -
A R S B
e A 1] |
~—— ¥ \ \ !
==\ \\ \
m ~—— \ A
C\;“j \
n \*-.. \
D ~— \
. s
Fig. 79 5 ~J\

Solucion (Fig. 19): 1) se forma un angu-
lo con vértice en A oen B;

2) en el lado libre se copia AC = m, CD =n,
DE = p; ;

3) se unen los extremos E con B y se trazan

las paralelasa BEporCyD.
Resulta: AR : RS : SB = AC : CD : CE =
= m:n:p (por el Teor. de Thales).

 Problema 29)Determinar geomeétricamente las

% partes de un trazo AB.

Solucion: 1) un. dngulo cualquiera - con
vérticeen A oen B;

2) una magnitud | elegida conveniente-
mente como unidad se aplica 5 veces;

3) se une E con B y por el punto 3 sé traza
la paralela a BE (Fig. 20).
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Fig. 20 Soib

; "‘#E
Porel Teor. de Thales se tiene:
AC:AB = AD: AE = 3:5

Problema 21) Prolongar un trazo AB de mo-
do que el trazo dado sea a su prolongacion como

mi:n.

A B £ =
by r i
Sl //, - -

~_ > el
M~ - -
S~ / -~
e //
= M = -
o~
Fig 21 ..‘&4_/

Solucion: 1) un angulo en A;

2) se copia (Fig. 21): AM = m y MN = n;
* 3)M (—)Bypor N // MB determina X.

Por el Teor. de Thales se tiene:

AB:BX = AM : MN = m:n.

Problema 22) Prolongar un trazo AB de modo
que el trazo prolongado sea a su prolongacion

comob : 3.

Solucién: 1) un angulo en A;

2) se elige una unidad »u¢ y se la aplica 5
veces de modo que AM = 5-u, MN=3-u
(Fig. 22);

3)N(—)ByporM // NB determina X.

Por el Teor. de Thales se obtiene:

K}_(ﬁ =AM :MN =5:3.

Problema 23) Prolongar un trazo dado AB de
modo que el trazo dado sea al trazo prolongado

como 3 ;4.

Solucién- 1) un Angulo en A (Fig. 23);
2) se copia 3u = AM, 4u = AN;

Y192

3)M (—) B ypor N // MB determina X.

Problema 24) Un trazo AB =24 cm se prolonga
de modo que el trazo dado es a su prolongacién

como 3:5. ¢Cuanto mide el trazo prolongado?

¢ ¢Cuanto mide su prolongacion?

(Resp.: 64 cm; 40 cm).

Problema 25) Un trazo de 24 cm se prolonga de
modo ‘que el trazo dado es al trazo prolongado
como 3:5. ;Cuanto mide el trazo prolongado?
¢Cuanto mide la prolongacian?

(Resp.: 40 em; 16 cm).

Problema 26) Prolongar un trazo de 24 cm de
modo que la prolongacién sea al trazo prolonga-

do como 3:5. ;Cuanto mide el trazo preolongado?

;Cuante mide la prolongacion?

Problema 27) Dados la suma s de dos trazos y
la razéon m:n entre ellos, determinarlos (Por
g., m:n = 2:3). :

Solucion: 1) un angulo en A;

2) se elige una unidad u y se hace
AM =2 -y :

3)MN =3 -y;

4)N (—) B y por M // NB determina X
(Fig. 24). :

b —— - —s —-i
A X - B
~ [
; \_\'\ 7/ 7
m=2u"~ /
= /
M /
"'\.\ i /
n:3|?'\\ /
~
- Fig. 24 \\/
N

Resulta: AX: XB = AM : MN = 2:3.
Por lo tanto, un trazo es AX y el otro es XB.

Problema 28) La suma de dos trazes es 30 cm y

estan en la razon de —%- :

;Cuanto miden los trazos? " :
(Resp.: 12.c¢m, 18 cm),




Problema 29) Dada la diferencia d de dos tra-
Z0S y su razon 5:3, determinar los trazos geomé-
tricamente.

Problema 30) La diferencia de dos trazos es 18
cm. ;Cuénto miden estos trazos si son entre si
coma 5 : 3?

(Resp.245 cm, 18 c..m). :

Problema 37) En un A ABC trazar una parale-

la al lado AB qgue sea los 3 deeste lado.

5

Problema 32) En ¢l A RST (Fig. 25), ;Cuinto

debe valer x para que MN sea paraleloa ST?
~ (Resp.:x = % ).

Fig. 25

S
Problema 33) En un A ABC determinar un
‘punto P de modo que PA : PB : PG = m:n:p
(Ind.: dibuje dos circunferencias de Apo-
lenio ) =

Problema 34) Entre los lados de un angulo de
vértice O se da un punto P.

- Trazar por P una recta que corte a los lados
del angulo en los puntos A y B de modo que
OA:OB =2:3 (Fig. 26).

Fig. 26

L%
\ ; N) B

“Solucion: 1) se hace OM = 2 -u; ON =3-u
siendo u = trazo unitario;

2) M (=) Nypor P //MN determina A y B.

Por el Teorema de Thales resulta:

OA:OB = OM:ON =2u3u = 2:3.
Problema 35) Entre los lados de un angulo de
vértice O se da un punto P.

Trazar por P una recta que corte a los lados

del angulo en los puntos A y B de modo que (Fig.
27): ;
PA:PB =23

Solucion: 1) se traza por P // OL la que
determina C; :

2) en O se dibuja un angulo y sobre su lado
libre se aplica un trazo unitario de modo que
OM =2 -u,MN =3 -u;

3) M (—) Cypor N // MG determina B:

4) B (=) P— P determina A. '

D.) OC; CB - OM : MN =233
OC:CB = AP :PB
= Kﬁﬁ =23

W

Problema 36) Entre los lados de un angulo se da
un punto P. Trazar por P una recta que corte los
lados del angulo en A y B de modo que

‘P_A IIA—B" = I Ik

Problema 37) Construir un triangulo dados la

_basec = AB, el punto H del pie de la altura h, ¥y

el punte X en que la bisectriz by corta a la base.

(Ind.: determinar el punto exterior Y armo-
nico del punto interior X y dibuje la circunfe- -
rencia de Apolonio).

Problema 38 RN

: p—q: h, a:b=m:n (Fig.
28). :

i e




(Ind.: 1) dividir armonicamente p —q en la
razon-m:n; 2) dibujar la circunferencia de Apo-

lonio).

Problema 39) En un sistema ortogonal de
coordenadas se tiene un A ABC cuyos vertices
son A(l, —3), B(5, —1), C(4,1). Calcular los seg-
“mentos que la bisectriz del A ABC determina
en el lado AC (Fig. 29). ;

© Fig. 29

=3 A

Indicacion: 1) Caleular ~la  longitud de
los tres lados del A ABC:
2) trazar la bisectriz BD;
3) sea AD =x; aplicar el Teorema de Apolonio
~al A CAB.

(Resp.: BC= /5. AC=b5;  AB=2 \/5;

e 0. == _ 42
AD =?;DC = 1—5')

Problema 40) Dadas dos recltas paralelas y dos
puntos A y B entre ellas o fuera de ellas, determi-
nar en las paralelas los puntos cuyas distancias
a A y B sean entre si como m:n.

Problema 47) Dados los vértices opuestos A
y C de un rectangulo, construir este rectingulo
- de modo que sus lados sean entre si como m:n.

(Ind.: 1) + © (AC) de Thales;
2) © de Apolonio).

Problema 42) Se tiene un rectangulo ‘ABCD de
lados AB = ay BC = b. Dividirlo en tres partes
por medio de dos paralelas al lado BC de modo
.que el rectangulo que queda al medio tenga un
arca doble del rectangulo que esta a su derecha
y la mitad del que esta a suizquierda.

(Resp.: 1 = T ab; 11 = 2 ab: [II = =+ ab).

}194{
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Fig. 30

Problema 43) Si AB:BC:CD =20:37:45 y la

media proporcional geométrica entre AB y CD

es 90 em, scuanto mide BC? (Fig. 30).
(Resp.- 111 em).

Problema 44) Por un punte P trazar una recta

" que corte a dos rectas dadas L y L™ en dos puntos

A y B de modo que (Fig. 31): PA:PB =m:n

Solucion: 1) se une P con cualquier pun-
to GdeL”; ' :

2) se divide PC en la razén m:n de modo
que PC: PD = m:n;

3) por D // L determina B;

4) P (—) B— B determina A.

- Problema 45) Por un punto P trazar una recta
_ que corte a dos rectas dadas L’ y L en los puntos

A y B de modo que (Fig. 32):
PB:BA = mmn
2 : LI L!l

Fig. 32

Problema 46) Idem., pero de modo éme (Fig.
32):?EI£EZ = m:n

Problema 47) Dentro de un circulo se da un
punto P. Trazar por P una cuerda AB de modo
que (Fig. 33): PA:PB —m:n




B

Andlisis: Sea AB la cuerda pedida y una-
‘mos Ay B con el centro.

Al trazar por P // OB se determina D.

Se obtiene: PA:PB =AD:DO =m:n.
Por lo tanto: se divide cualquier radio en la razén
‘m:n determinindose las magnitudes OD’ y
AD’. Como el A DPA es i1sosceles, los L.G.
para D son:
1°. 1a® (O, OoD’);
2°. arco © (P, A’D’).

Al unir O con D se determina A, etc.

Problema 48) Desde un punto G fuera de un
circulo se traza la tangente CT y la secante CA

T 1 ORE =

que pasa por el centro, Ademas, se traza la per-

pendicular TD desde el punto de tangencm T

a la secante CA. :
Demostrar que (Fig. 34):

OD - OC:
2) los puntos A, D, B C son puntos ar-

monicos.

D;)Por el 1" Teor. de Euclides se obtiene:
OT = 0D -0C
luego: i
OA* = 0D -0OC, puesm =0T =r.
D,)Se dede demostrar que TA y TB son bi-
sectrices. Se tiene:

TA L TB (por L ® de Thales)
« =« (por N° 227)
ATOD = 2« (por N° 100)

. %OBT=90°— ¢ = %DTB =
= TB = bisectrizx DTC
Por otra parte:
s LTA = 90" — o (pUES AATO = o)
% ATD =90° — « (complemento del x TAD)

it _T_:i= bisectriz.

Por lo tanto: A, B, C y D son puntos arméni-
cos y la @ (O, OB) es la circunferencia de Apo-

lonio.

Problema 49) A dos circunferencias exterio-
res de distintos radios se les trazan las tangentes
comunes exteriores e interiores las que cortan
a la central OO’ interiormente en B y exterior-
mente en A. Demostrar que los puntos A, B, O,
O son puntos armonicos (Fig. 33).




D:) Porser O’C // OD se tiene:

ademas, O'E // OF

implica que:

Por lo tanto, los puntos A, O’, B, O son pun-
+t0s armonicos.

~ Problema 50) En el A STQ los puntos S, Py T
son fijos. El 3 SQT =80° y el punto P pertenece
a la bisectriz de este 4ngulo.

Se afirma que (Fig. 36):
I) Q se encuentra en el arco capaz de 80° con
cuerda ST:

II) Q se encuentra en el arco capaz de 40° con
cuerda PT;

1) Q se encuentra en la circunferencia que
tiene por didmetro la distancia entre P
¥ su punto conjugado.

De estas afirmaciones son verdaderas:

A) soloT; B) solo II;
C) sélo 11K, D) sélo Ly II;
E) lastres. ‘

Problema 5 T} Se. pide construir un triangulo
ABC de modo guec = 12 em, a:b =2:3, h. =x.
El valor que debe tener esta altura para que exis-
ta una sola solucion es:

A) 12 em; B) 6cm;
C) 144 em; D) 288 ¢cm; ¢
+ E) 36 cm.

1196 (

Problema 52) En un tridngulo RST la base

gais — FF 1
RS = 3 cm ylos lados —

La mayor drea del A que rednen estas

- condiciones mide:

A) 4.5 cm?; B) 2§m2;
C) 2,5 em’; D) 3 em’;
E) 3.5 ent’.

Problema 53) Si un trazo de 24 cm se divide
armonicamente en la razon 3:2, entonces la
distancia entre el punto de divisién interior y
su punto armonico'(e punto conjugado) es:

A) 9.2 em; B) 48 cm;

C) 57,6 ¢cm; D) 384 cm;

E) + de24cm.

Problema 54) La base de un triangulo mide 24
cm y los otros dos lados son entre si como 3:2.
Entonces, el triangulo de mayor drea que puede
construirse con estos datos tiene:

A) 345,6 cm’; B) 2886 cm’;
C) 400,6 cm®; D) 576,6 em®;
E) 300 c’.

Problema 55) Enel A ABC se hace
CD =CB =a

Demostrar que al trazar la bisectriz CE =

= by secobtiene (Fig. 37):

Fig:37 - : /







2:’3a UNIDAD

Fxguras semejantes. Teorema de semejanza de Thales. Teorema de scmejanza de tnangulos

( Postulados o Axiomas de Semejanza).

302. FIGURAS SEMEJANTES

Ya vimos que las figsuras congruenies tienen la
misma forma y la misma 4rea, y que las figuras
equivalentes tienen distinta forma , pero Ia
'misma area. En cambio, en las figuras semejan-
tes, la forma es la misma pero el drea diferente.
Para indicar la semejanza de las figuras se em-
plea el signo ~ . -

En los poligonos semejantes se verifica
que (Fig. 1):

1°. Los lados ‘homélogos son proporc-ional(:s.
Es decir:

b c

el b Sio s oid
a - d

b,-_[“

=t
-

Esta serie de razones puede escribirse

también:

a:bie:die = a'ibid:d e’
2°. Los angulos homologos son iguales. Es

“decir:

& =a;8 =f5y =vib =85e=¢
Por lo tanto, para demostrar la semejanza
de dos poligonos debe demostrarse que
sus lados homoélogos son proporcionales
¥y que sus angulos homélogos son iguales.

303. TEOREMA DE SEMEJANZA DE
THALES '
"Toda paralela a un lado de un tridngule deter-

mina otro tridngulo semejante al total¢.
H.) DE // AB
T.) A DEC ~ A ABC

D.) Ya estd hecha la demostracién al demos-
_ trar ¢l Teorema Particular de Thales (N°'283).

) 198 (

Fig. 2

R
o

>

B

En efecto, al ser DE, // AB, se obtiene (Fig. 2):

]

2|
W)
=)
s
&
2|
g)
>l
=
2|
jw =]

Qg alg
=] =Tl

Ademds: @ =« (% corresp. entre //)
: B8 = B’ (% corresp. entre //)
¥ = v (dngulo comun)

Por lo tanto: A DEC ~ A ABC por
tener sus lados homologos proporcmnales y sus
angulos homologos iguales.

304. TEOREMA DE SEMEJANZA DE
TRIANGULOS

Al estudiar la congruencia vimos (N° 120) los:
llamados Pcuatro teoremas de congruencia de
triangulos®. En forma paralela a cada uno de
ellos existe un teorema de semejanza que mu-
chos profesores los postulan, pero que pueden
demostrarse. Estos cuatro teoremas de semejan-
z4 son:

Primer Teorema de semejanza: »Dos trian-
gulos son semejantes cuando tienen dos angulos

respectivamente igualest.
= v’ (Fig. 3).

T.) A ABC"~ A ABC.

HI.) a =o,¥

D.) Nos basaremos en el Teor. de semejanza
de Thales.
Se copia CD - C'A’ y setraza por D // AB.



Tercer Teorema de semejanza: »Dos trian-
gulos son semejantes cuando tienen dos lados
respectivamente proporcionales e igual el in-

gulo opuesto a los lados mayores de éstos®.

C"l

¢

Fig. 3

Resulta: ;

A DEC ~ A ABC. Se demuestra ahora
queel A DEC>~ A A’B'C.

En efecto:

@ — a’ (X correspondientes entre //)

a =a’ (por H) A =
a)= a’!

_vl=2(porH) H.)CA :CB - OA'CB:

CD = C’A’ (por construccién) CE > CA. OB > OXF

A DECx~ ABC’ ;
pero A DEC ~ A ABC (por Teor. Thales)
" Luego: A ABC ~ A ABC

T.) A A’B'C’ ~ A ABC
D.) Analoga a la del 2° Teorema.

Segundo  Teorema de semejanza: PDos - : _ 20
Sl . - : Cuarto Teorema de semejanza: "Dos triin-
triangulos son semejantes cuando tienen un An- : :

Silo igual y proporcionales los dos lados que gulos son semejantes cuando tienen sus tres lados

reSpectivamente proporcionalest.

lo formant. ¢ i

H.) AB:BC:CA = A’B*B'C:C'A’

T.) A A’B'C’ ~ A ABC

D.) jHéagala usted.!... siempre que la consi-
dere necesaria.

395. OBSERVACION

Estos cuatro teoremas de semejanza sirven

Fig. 4

. THEE : g B : -
il para demostrar la proporcionalidad de trazos

L H)y -+, CA:CB - TA*:CB (Fig. 4). y la tgualdad de angulos. Ademas, de todos ellos
: es el primero el que mas se usa en las demostra-

Ylmeiaee il ciones; es decir, que basta buscar dos angulos

D.) Se copia CD =C’A’ y por D se traza la para- iguales para que los tridngulos gue se compa-
lela a AB. ran sean semejantes.
Resulta: _ : :
A CDE ~ A ABCG (por Teo. Thales)
: 3
CD = A’
e |
pero A CDE>. A A’B’C’ pues: | CD:CE - CA:CB = = mw
4 CA:C'B’ = CA:CB

Luego: A A’B’C’ ~ A ABC.
1199 (
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306. COROLARIOS
a) Dos tridngulos: son semejantes cuando
tienen sus lados respectivamente parale-
los (N° 92). c

b) Dos triangulos son semejantes cuando

tienen  sus lados respectivamente perpen-

diculares (N° 97).

c)’ (Es el mas impertantc y itil): »En los

tridngulos semejantes los lados homélogos

son. proporcionales a las transversales ho-
mologas®. (Es decir: a las alturas homélo-
gas, a las bisectrices homologas, a las
transversales de gravedad homélogas,
etc., como asimismo, a los radios y apote-
mas homologos). _

Asi, st el A ABC ~ A A’B’C’ se ob-
tiene: :

a:a’ =heh’ =t:t’ =by:by=r:r =p1p’=...

Como e¢jercitacion y aplicacién demues-
 tre algunas de estas proporcionalidades.

d) En los tridngulos semejantes lo  lados

proporcionales se oponen a angulos igua-
les; y a angulos iguales se oponen lades
proporcionales.

¢) Todos los tridngulos equildteros son se-

" mejantes entre si.

f)  Todos los poligonos regulares del mismo
nimero de lados son semejantes entre si.

g) Todos los circulos son semejantes entre

51,

) 200 (

397. EJERCICIOS

1) Teorema LXXXVIIL »El centro de gra-
vedad de un triangulo divide a cada trans-
- versal de gravedad en dos segmentos que

- son entre si como 1:2¢. (Vease N° 196).

H)AN =t,;BM - ¢

LNy ={G
N G 1
) —

D.) Seune M con N, resultando
MN = mediana v, por lo tanto, MN // AB
yMN = 1/2 AB (por N° 170).
Ademas, por el 1¥ Teorema de semejan-
za, se tiene; '
A MNG '~ A BAG; de la proporcionali-
dad de los lados de estos tridngulos resulta:

lee=
GM _GN MN _ 2

& 1
GE: GA S AB - XA 2

2) Teorema LXXXIX: »En un tridngulo las
alturas son inversamente proporcionales
a los lados correspondientes¢. (Recor-
dar que: »dos cantidades son inversamente
proporcionales cuando su producto  es
constante®). -

H)AD = h,, BE - b, CF = h, (Fig. 9)
Pk bl ik

&




Puede escribirse también:
s i iAoy
a:b:c 'R &

D.) Demostraremos primeramente que

bl =

a'hu =b'h¢,==‘%=

Se tiene:
v =% comun

A ADC~ A BEC .
% ADC = % BEC = 90°

(Por 1" Teorema de ~ )

L
e

En la misma forma y tomando otro par de

triangulos se demuestra que h, -a = he -c.

3}y Teorema XC: »Los de dos

triangulos semejantes son  proporcionales

perimetros

a dos lados homologos o a dos transversa-

les homologas(.

Nt c B
H:) & ABC ~ A A'B’C’ (Fig. 10)
Py s st —aw =t = bbby = ..

D.) Como los tridngulos son semejantes se
obtiene la proporcionalidad de sus lados:

3

A bhac =achic

Componiendo esta serie de razones; se

obtiene:
atbte _ & S a+b+ec=25"
2¥b+e a P a +b +¢ =2¢
Luego: “2_5 =2
2s a

Observacion: El teorema IXXXIX  tambien

pucde demeostrarse de la manera siguiente y ba-

sandose en ¢l caleulo de la medida del area de
un triangulo:

area A ABC = —12— ch. = %a-hu = %b-h,,
al dividir por % resulta:

¢h, =a-h;, =b'hy = a:bic = :T}:

|-

.
e

4) Problema. Se da el # ABCD (Fig. 11). Desde
D se traza una transversal que divide al lado
AB en la razén 1:n. Demostrar que esta transver-
sal divide a la diagonal AC en la razon 1:(1 +n)

0 . C

Fig. 11

A E B

ComoAE : EB = 1:ny AB = CD
resulta;: AAEF ~ ACDF (1* Teor. de ~)

AE AF

lue . — ——

& Dc FC
Pero A_E—: == . Porlo tanto: —g Smbis
De 14+n EC 1 +n

5) Problema. La base AB de un A ABC se di-
vide en tres partes iguales y se unen estos puntos
de division con el vértice C. La transversal de gra-
vedad t, =AM divide a uno de los segmentos

de union en la razon 1:3 y al otro segmento en
la razén 2:3. Demostrarlo (Fig. 12).
Sesabequem —DE —EB:AM =1t,. °

Fig. 12

A D E B
Demostraremos que RD : RC = 1:3
yque SE : SC = 2:3 ' :
Para esto se completa el # ABFC obtenién-
dose: A ADR ~ A GRFE

) 201 (




lo que implica que:

Al RD-

CF RCG 3
Ademas,

5 AE  SE’ 2
NAES ~ AFCS = — =2 = =
" - ST

6) Problema. A ¢,a:b =m:n,a,h

Andlisis: si en el A ABC se trazan para-
lelas al lado AB se determinan infinitos tridngu-
los que son semejantes al A pedido ABC. De
todos estos triangulos hay que elegir aquel que
tiene CE = m, CD = ny2CDE =«.

A H B

Construido este triangulo se ha conseguido

tener el rridngulo semejante al pedido (Fig.

13). Para llegar a este altimo se traza la perpendicu-
lar CH' y se copia sobre ella desde C la altura dada

h, =CH. Finalmente, la paralela por H a DE
cortaa CD -~ D ya CE—E en los puntos A y B

he m n
§ - Fig. 14
n m
S £
J :
e H

Construccion: (Fig.  14): 1)  Se. copia
a; 2) secopian = DC; 3) arco © (C, m) deter-
mina E; 4) desde C la perpendicular 2 DE: 5) se
copia h. =CH; 6) por H//DE; 7) CD—D y CE.
—E: etc. 3

: )20‘}(

7) Problema. A :c,aib =m:n,y

Anahisis: con - m, n y 4 se construye el
A auxiliar DEC que es semejante al A pe-
dido ABC (Fig. 15).

Fig. 15

En seguida, desde D se copia ¢, de modo
que DF =c. La paralela por Fa-CD y la prolon-
gacion de CE— E determinan B.

. Finalmente, por B // DF y CD — D deter-
minan A. .

Construccion: dése los datos y haga la
construecion. :

Problema 8) A: a:b = m:n g, b,

Problema 9) A:ab = m:n, v p

Problema 10) A:p:q = m:n, o, b,
Problema 17) A:a:b:e = minik, &
Pr'oe-ﬁfem.a'TZ) Acabe =4:5:6,h,

Problema 13) Demostrar que el 4rea de un

A es A = aTb:— (5i no logra demostrarlo con-

sulte el N® 272-4),

Problema 14) Demostrar la férmula de Heron

para calcular el 4drea de un tridngulo, es decir;

A =v/s(s—a)(s—b)(s —c).

(Si no logra la demostracién consulte
N* 272-2).

Problema 15) Demostrar que en cualquier
triangulo se verifica que (Fig. 16):

TV = v



D.) Setraza el didmetro desde C resultando:

A CAD ~ A CEB pues [
: (por 1*° Teor. de ~ )

%;-T = ab =2r-h,

Problema 16) Demostrar que en cualquier

triangulo se verifica que (Fig. 17):

Fig. 17

T)ab =b, +u-v

na en la base AB son u = FB y FA =

resulta:

A AEC ~ A MBC pues:

BoriiEr e o = A
(K BN o b b
CF BG by a

a =o' (N°228-1)
3 CDA = XCBE = 90°
(N? 228-2)

D.) Los segmentos que la bisectriz b, determi-

prolongar esta bisectriz hasta cortar la
circunferencia circunserita al « tridngulo,

= 1:\"'_(NU 2'28-1)

dedonde:ab = b, + n - b,
peron-by= u-v (N° 313).
- Luego:ab =b% +u-v

Problema 17)En una pared de un edificio
se dibuja un poligone de 10 metros de perime-
tro. En seguida se dibuja de éste un peligono
semejante en escala 2:50 y despues se dibuja
sobre: un papel otro poligono cuya razén de
semejanza con el anterior es 3:4. :

Caleular la nueva escala en que debe di-

‘bujarse este (Gliimo poligone y la longitud

de su perimetro.
1 L)

Solucion: Sean a, A A ladds_ homole-
gos de estos poligonos.

Luego;
a’ =0 2 ST '_2_
e el e
a’ 3 L 2 3 3 2 e 3
ST s g
Por lo tanto: :— = TgT ; la nueva escala es
3/100. :
Siendo p y p’ los perimetros, se obtiene:
P 3viEs 3
P—=m..p”=—m,lﬁ-10m =03-m = 30cm.

Problema  18) Demostrar _que si desde un
punto P de la base de un triangulo isosceles se tra-
zan las perpendiculares a los lados; la suma de
estas’ perpendiculares es constante. (Esta: cons-
tante es igual a una de las alturas basales:

h, 6 hy).

H.)CA = CB; PD LACyPE L BC
C




PD +

5 P

constante = h.

D.) Se traza h, =AE’ y h, =BD’ que sabe-
' he

= h. Aplicando el teorema Particular de
‘Thales, se obtic_nc (Fig. 18):

mos: que son iguales, es decir: h,

AP _ PD == AP w=| .
- PD - AE BDI

Fems > +
B _F - opp B 5p
AB : AB

S
=)

Se suman: PD 4 PE - AP +BP) b
: AB
pﬁesm que BD’ = AR = h.

Por lo tanto: PD +PE
pues: KPH +W_= AB

(vease demostracion en N° 146 N° 13).

Problema 19) Desde un punto P situado en la
hipotenus~ de un triangulo rectangulo se tra-
zan las perpendicularés PD y PE a los catetos.
Demostrar que la suma de las dos perpendicula-
res equivale a un cateto de este triangulo.

LProdlema 20) En un rectangulo de lados »a«
'y »be se trazan las diagonales. Desde un punto
P situado en uno de los lados se trazan las per-
Demostrar
que la suma de estas distancias es constante.

pendi(‘.u]arcs a las diagonales.

D- a C
EI
/
1(/
P
\ b
\
\
\\ E
E
A P B

Fip 19
H.) PE L ACy PF L BD (Fig. 19).
T.) PE + PF '

= const. = a
PE +PF =const. =b
D) A APE ~ A ACB — _A_ﬂ”_z?g_ o pr
ABPF~ ABDA — FB_BD _, pp

PF AD

Problema 21) Siendo a« y b« los lados de

un rectangulo, Ye¢ la diagonal y »x¢ la per-
pendicular desde un vértice a esta diagonal;
demostrar que esta perpendicular es cuarta

proporcional - geométrica entre los lados vy

la diagonal de modo que:

Problema 22) Inscribir en una cirI(‘unfe_rcncia
dada un recténgu-io cuyos lados estén en la
‘razén m:n y de modo que uno de los lados pase
por un punto P dade del circulo (Fig. 20).

Fig. 20 D c
-
e
-
0_-~
-
///
=
A = B
n
€
m
Indicacion: 1) con m y n se determina

el dngulo ¢; 2) se dibuja el arco capaz de e
con cuerda OP; 3) la interseccién de este arco

con la circunferencia dada determina A etc.

Problema 23) Construir un tridngulo ABC del
cual se conoce el vértice € y el punto medio M °

del lado ﬁ, de modo que sea semejante a un
A A’B’C" dado.

Problema 24) En una circunferencia de 5 cm de

radio se trazan dos diametros perpcndwulares

ABy DE (Fig. 21).

Desde A se traza una cuerda AC de 8 em

que corta a DE en P. Calcular los segmentos AP,
PC,PDy PE. ;

AP . BC
AC i
= +
75 . 2D
D

204

. (siga usted). ..




Fig. 21

+ (Indicacion: '

E : calcular previamente BC).

Problema 25) A cierta hora del dia un poste
de teléfonos da una sombra de 15 metros; al mismo
tiempo un operario de 1,80 metros de alto da

una sombra de 200 cm. Entonces, la altura del

pOStE es:
A) ]()%m; B) 1.350 cm:
C) 4.167 mm; D) 0,027 km;
E) 2.083 cm.

Problema 26) El perimetro del A PRS es
de 18 em (Fig. 22); si se-traza VM paralela
a PS entre los lados del A VRM se verifica que
VM = 3cm, RM =4 cm }-‘Wl =5 ctn. Con estas

condiciones entre los lados del A PRS se
obtiene solo una de las siguientes alternativas:
S.

A) RS =8 cm;
B) PS = 6cm;
C) PR = 10em

P v R
D) -ﬁ-g_— PS =45cm; E) RS +PR = 135cm.

Problema 27) En un A ABC el lado AC =
= 18 ¢cm y el lado BC = 16 ecm. Si la altura del
vertice B mide 8 c¢m, ;cuinto mide la altura
desde A?

Problema 28) Los lados de un A ABC
miden a =24 ¢cm, b= 18 cm, ¢ =30 em. El peri-
metro de otro A A’B'C’ semejante al ante-
rior es 108 em. ¢Cuante miden los lados y el
dareadel & A'B'C’?

Problema 29) En un triangulo equilatero de
6 cm de lado se pide caleaular:
a) el radio de la cirunferencia circuns-

crita; b) el radio de la circunferencia insecrita.

Problema 30) Dos rectz’lhgulns son. semejan-
tes. La diagonal del primero mide 40 ¢m y los
lados del segundo son entre si como 3:4. Cal-

cular lo que miden los lados del primero.

Problema 37) Construir un rectingulo que
tenga por diégonai una magnitud dada »d@ y
sea semejante a otro rectangulo cuyos lados son
entre si como m:n. (Indicacion: por homote-
sia; o bien, por aplicacion del algebra-geome-

trica).

Problema 32} Si en ¢l tnangulo QORT se traza
TU paralela a QR y ademas, OR =24 cm,
'(Tl:= % de Q entonces el valor de TU es:

A) 12 ¢m; Fig23 T

B) 6cm;
C) 9 cm;-

D) 18 em; T

E) 8 em.

2
Q R
Tarea: ABCD es

un cuadrado de lado
»a4 y DCF es un tridangulo de lados »a«. :

Calcular los segmentos:

DH, AC, AF, HB y BF. A
’F:'g.24
D c
H

Resp.:
25) B;
26) E;
27) 9 cm; _ A 8

28) 27 cm, 36 c¢m, 45 cm'y 486 cm’;
29) r=2/3, » =3
30) 6 cm, 8 em;  31) x = ST
33)DH = a(y/3 —1);
HC =a(2 — \/_3), FH = am;
HB = 2av/2 —\/3.BF = a\/2 +/3.

)205(

32) D;



29: UNIDAD

llelacnones métricas en el tridngulo rectingulo y en el circulo. Teoremas de Euchdes Teore—

mas de las cuerdas, de las secantes y de la tangente. Construcciones de la media proporcional

geométrica. Teorema general de Pltagoras Construcciones de las raices de la ecuacu‘m de Se-

gundo Grado (ecuacién cuadratica).

308, TEOREMA XCI

Segundo . Teorema de Euclides: »La altura
de un tridngulo rectingulo es media proporcio-
nal. geométrica entre los dos segmentos que

determina en la hipotenusa®.

P

H.) ABC es A rectangulo (Fig. 1).

CH = altura = h
m =qam =P

F L o9
CH BH h P

Gbien h* =p-q ‘

.} Se tiene:

@ =a (sonz de lados L

_0 porque tienen

& AHC A CHB, pues:
(por 1*" Teor. de ~ )

el'mismo

complemento 3”)

B =B’ (idem)
e e
" CH  HB ;
— W -pg

Esta ecuacion expresa lo que ya conoci-

mos por Segundo Teorema de Euclides (N° 26::)

3()9. TEOREMA XCII

Primer Teorema de Euclides: "Cada cateto de un
triangulo rectangulo es media proporcional geo-
métrica entre la lpotenusa y la pmyecciéﬁ del
catelo en ella. . :
H.) AH = g, es la proyeccion del cateto AC en la
hipotenusa AB.

) 206 (

HB = p, es la proyeccién del cateto BC en _
la hipotenusa AB.

obien:a* =c-p; b =c-q
1D.) Setiene:

A ABC ~ A AHC pues
(por 17" Teor. de ~)

@ = angulo comun

=3 (% lados L)

Ewy)

iB . OA _ En KB AH

lo que demuestra el Primer Teorema de Eucli-
des (N° 262).

: Andlogamente, por la
A ABC conel A CHB se obtiene:

semejanza  del

@ =cop| (Fig.1).

370, COROLARIOS:

a) De los dos teoremas anteriores se

obtiene que: »la altura de un tridngulo rec-
tangulo lo divide en dos triangulos semejantes
entre si y semejantes al total®. Es decir:

A AHC ~ A CHB ~ A ABC

b) »Los

los catetos de wun

cuadrades  construideos ° sobre

triangulo rectangulo son

" proporcionales a las proyecciones de los ca-

tetos en la hipotenusat, En efecto:
a = ¢-p(1° Teor. Euclides)

b* = c-q (1 Teor. Euclides)

Luego: %:-P—
b q
¢) »Toda cuerda es media proporcional

geomeétrica entre el didmetro que parte de uno
de sus exiremos. y la proyeccién de la cuerda

sobre este diametro«.




o

b Lt ol k.

Fig 2

Es decir: AB - AC = AC:AD (Fig. 2), pues
el A ABC es rectangulo y AD es la proyeccion
del cateto AC sobre la hipotenusa AB.

3171.. TEOREMA XCIII
»Si desde un punto fuera de un circulo se
trazan dos secantes, las secantes son inversa-
mente proporcionales a sus

ternosi,

_Segmentos  ex-

H) PA y P_C-son_dos' secantes desde P.
PB y PD son los
(Fig. 3).

segmentos CXtL‘I‘I’}OS'

T)PA-PB =PC-PD = -

3|z
Il
33

D.) Setiene:

: = comun
A PAC ~ A PDB, pues: 1 co..u ;
@ = (tienen el mismo
- (por 1" Teor. de ~ )

(N® 233)

5 I PA es homoélogo de PD (« =ﬁ)
uesii BR
P PC es homologo de PB (x A = x D)

_obien: | PA.PB - PC-PD

suplemento ¢} -

Otra demostracion (Fig. 4):

A PAD ~ A PGB.-plics:{ ¥ =& comun

ipor i Feorde < i | & =B (inscritos en
: el mismo arco

bl
BD)

. PA:PD = PC: PB,
- PA y PC son lados homologos (x B = 2D)
ues: e
i PB y PD son lados homélogos (o« = f)

312. TEOREMA XClV
281 desde un punto fuera de un circulo se tra-

Zan una tangente y una secante,

la tangente
es media proporcional geométrica entre la se-
cante y su segmento externot.

H.) PA = secante y PB = segmento externo
tangente (Fig. 5)

=
It

.\ PA__PT =
T)s=% = | PT" =PA-PB

_D.) Setiene:

Yy =% coman

A PAT ~ A PTB, pues: { 4 (N° 227)

(por I Teor.de - )

-PT = PT:PB=

= PA - PB

EI
"l:'l /
._-.i

Otra demostracion: (Fig. 6) Al girar la se-
cante PC en torno a P los puntos € y D se
van acercando hasta que, en el punto de tan-
gencia T, se confunden PC con PD, hacién-

. : ) 207¢




dose iguales a la tangente PT. L ueg_u al aplicar
el Tearema XCIH resulta-

A:PD =PC:PB=PA :PT = PT:PB

313. TEOREMA XCV
»Los segmentos de dos cuerdas que se cortan
dentro de un circulo son. inversamente propor=

cionalest.

D.) A APC ~ A DPB, pues: A1_=&;o 228)
(por 1 Teor.de ~ ) e
%_C& =PTB_ — | PA-PB = PC-PD

- 314. COROLARIO

18} dentro de un circulo se cortan dos cuer-

das de modo que una dimidia a la otra, cada
mitad de la cuerda dimidiada es media propoe-
cional geométrica entre los segmentos de la
atra¢,

En efecto, si i MA = MB seobtiene:
)208 (

Fig 8

315, bjLRLIC!{)S

1) En una circunferencia de 20 c¢m de dia-
metro = AB se traza la tangente en A de
15 ¢cm = AC. Caleular: BC, BD, CD y AD.

2)  En una circunferencia de diametro AB se
traza en A una tangcmc. de 30 cm = AC.
Si Ia secante CB = 50 cm. caleular el radio

de la circunferencia, el segmento externo

de Ia secante y las cuerdas AD y DB.

3) Una cuerda de 33 cm es cortada por otra.

Si los segmentos de esta segunda cuerda
miden 9 c¢cm y 30 cm, ;cuanto miden los
segmentos de la otra cuerda® - :

4) Un punto P dentro de un circulo corta
a una cuerda en dos segmentos de 4 y
25 cm. Si la distancia del punto P al

centro O es 5 cm, ccudnto mide el radio?

5) Aprovechando el dteorema de las secan-
test. (N® 311), construir la cuarta pro-
‘porcional geomeétrica entre a, b y ¢ de
modo quea:h = cix.

6) Aprovechando ¢l Mecorema de las cuer-
das¢ (N° 31'3), construir la cuarta propor-
cional geomeétrica entre los trazos a, b, y
c,de modo quea:b = e:x.

7). Demostrar que al cortarse: dos cuerdas
dentro de un circulo, los cuatro segmen-
tos que se obtienen no pueden ser nime-

ros enteros consecutivos.

Resp.: 1) CD = 9; DB = 16, CB =25AD =
2) r = 20; seg. ext. = 18, cuerdas: 24 y 32;

4)ri= 5 /5.

3) 15y 18 cm;




316. CONSTRUCCIONES DE LA

MEDIA PROPORCIONAL GEOMETRICA
Problema  fundamental. Dados dos trazos
"m¢ y »n«, construir la media proporcional
geomeétrica entre ellos.

- Solucidn: designando por »x¢ la % prop. geo.
ue

pedida, se tlene por definicion g

mx=xn = ¥ =m “h.-

72 é(mstmccidn: se basa en el 2° Teore-
ma de Euclides (N° 308) siendo:

=
I

una proyeccion
n = laotra proyeceion
x = laaltura.

A .m

Con esto el problema se reduce a cons-

truir un triangulo rectangulo del cual se co-
nocen las proyecciones de los catetos en la
hipotenusa (Fig. 9). Entonces:

1) se sumanm +n = AB (hlpotcnusa)

2) sedibuja la semi ® de Thales;

3) la 1 en'H determina CH =x (altura).

2*  construccion: se basa en el Pri-
mer Teorema de Euclides (N° 309) siendo:

X = uncateto i -

m = hipotenusa : _

n = proyeccion del cateto »x¢ en la hipotenusa
Pt

Con esto, el problema se reduce a cons-
truir un tridngulo rectdngulo en el cual
se conoce la hipetenusa (m) y la proyeccién

Fig. 10°

(n) del cateto en la hipotenusa. Entonces
(Fig. 10): '

1) se copia m = hipotenusa;

2) selerestan = BH (proyeccion};

3) se dibuja la semi © de Thales (AB);
4) la L en H determina C.

Resulta: W = x (cateto).

3% construccion: se basa en el teorema
de »la tangente v la secante« (N® 312) siendo:
X = tangente
m = secante completa

n = SEgmento-externao.

Fig. 11

Entonces:

1) secopiam = PAyn = ﬁE(Fig. 11);

2) se dibuja cualguier circunferencia que
pase por' Ay B (para esto se traza la simetral
de AB y se elige un punto 0 de ella);

3) se une P con O y se dibuja la semi ®
(OP) que determina T;

4) Resulta PT = x (tangente)

4% construccion; se basa en el corolario
(N® 314) siendo: x = mitad de una de las cuerdas
m y n son los segmentos de la otra cuerda.

) 209 (




‘Entonces:

1) se sumanm = AM y n- = MB (Fig. '12_).;

' 2) se dibuja cualquier circunferencia por

- AyB;

3) se une O con M ;
4)enM | OM determina CyD.

" Resulta: MC =MD =x (mitad de la cuer-

da GD).

317. EJERCICIOS

1)

2)

3)

3)

6)

7)

Determinar  geometricamente dos  tra-
zos conocida su suma’ »s€ y su media pro-
porcional »m«. (»s¢ y »m¢ son dos trazos
conocidos o dados).

trazos

Determinar geométricamente dos

conocida la diferencia »d¢ entre ellos
y la media proporcional »m¢. .
Aprovechando €l Dteorema de las se-
cantes® (N® 311), transformar un reb-
tangulo dade en otro que tenga un lado
de longitud dada »m¢.

Aprovechando el »teorema de las cuer-
das« (N° 313), transformar un rectangu-
lo dado en otro que 'tt:ng.a un lado de
magnitud dada »m¢.

Aprovechando el Meorema de la tangen-
te y secante¢ (N° 312) transformar un rec-
tangulo dado en un cuadrade.

Aprovechando el "eorema de las cuer-
dast (N° 313), transformar un rectingulo

dado en un cuadrado.

= Fig. 13

Desde un punto P situado a 12 cm del
centro de una circunferencia de 20 cm
de radio, se traza una secante que corta
a la perpendicular OE en su punto medio
M. Determinar los segmentos de la cuer-
da CD (Fig. 13).

(Resp.: DM = 6,949; CM = 10,795).

)210(

8)

En ura circunferencia de radio »r¢
se traza upa cuerda de longitud »c®. Sien-
do »x¢ la distancia desde el centro del
circulo a la cuerda, la longitud de "¢t en
funcion de »x©es: ;

A) € =1 —x; _ B) ¢ =2 (r—x);

C) c = (r+x)(r —x);

D)c =2~/ (r+x) (r —x);

E) Otro valor distinto a los anteriores.

T

Fig. 14

9)

10)

11)

H S R

En el triangulo reetingulo SRT se traza
la altura TH. Entonces, la medida del
angulo x« es (Fig. 14):

Ay 120°; B) 150°;

C) 130°; D) 140°%;

E) falta mas informacion. -

Desde un punto situado a 3 em de un
cireulo se traza una secante cuyo segmen-
to exterior es igual al radio. El segmento

interno de esta secante mide:

AJSE 4 B) r;

C) 3(2r—9); D) r+27;

E) 6 —r+—~

En un circulo se traza SR penpendicu-

lar al didmetro VM de modo que VT =8
cm y TO =5 em. Marque el valor de la me-
dida de la cuerda SR (Fig. 15):

Fig. 15

=
A) 24; B) 12;

C) 4/ 10; D) 8/ 10;
E) 26.




12) 'En una circunferencia de 6 cm de radio
se traza un radio y se le divide de modo
que PS =1/3 del radio. Por P se traza
una cuerda RT en la que PR = 5cm.

La medida del otro segmerito de ella es
(Fig. 16): R

A) 10 mm;
B) 0,04 m;

C) 6 em;
D) 10~ km:

E) 4dm.
Fig. 16

13) En el cuadrilitero inscritc  RSTU
(Fig. 17) se verifica una de las si-

guientes alternativas:

Fig. 17

A) ab = eid;

.B) (a—¢):a =(b-d)-d;
C) (a+od = (b +d)a;
D) (a+c): (a —‘c) = b:d;
E) a:d = bie.

Resp.: 8)D; 9 B; 10) E;
11) A; 12) B; 13) C.

318. TEOREMA GENERAL DE
PITAGORAS

"En un tndngulo cualquiera el cuadrado de
un lado es equivalente a la suma de los cuadra-
dos de los otros dos lados, mds o menos el
doble producto de uno de ellos por la proyec-
cion del otro sobre éste, segtin el lado se oponga
a un angulo obtuso o agudo, respectivamentet.

H.) 1°. Sea « < 90°; AH =q = proyeccién del
lado b« sobre el lado »ex. i :

T _a2'=_b2+02—2c-c_"..

D.) Se dibuja 14 O (C,\b) que determina
AD = 2q (Fig. 18).
Aplicando el »teorema de la secantet
(N® 393).s¢ obtiene sucesivamente:

BF - BE - AB - BD
(atb)(a~b) =c-(c-2q)
ad — b =& —2¢-q
dedonde:a® = b + —2c-q

Fig. 19

N

\\

el
——
sl

Q)

ok
| i
<

x-

0

I

2°. Sea o > 90°. Aplicando el mismo teo-

rema mencionado, resulta:
BF - BE = AB - BD (Fig. 19)
(a+b)(a—b) =c-(c +2q)

de donde:

a =b +& +2c.q

Otra demostracion:
1%, & < 90°,
El A ABC queda dividido en dos triin-

Y211 (




Fig. 20

gulos rectangulos al trazar la altura CH =h,. .

Aplicando el corolario de Pitagoras a cada

uno de estos triangulos, se obtiene (Fig. 20):

h' =a* — (c—q)
B = ¢

g B g
Basta desarrollar y reducirpara obtener:

a =+ —2¢c-q

Cc
Fig 21
-
e
H A ¢ B
el p —

2° @ > 90°. Se traza la altura CH =h,
(Fig. 21) obteniendose los triangulos rectangu-
los HBC y HAC. Aplicando el corolarnio de Pi-
tagoras a estos triangulos, se obtiene sucesi-

vamente:

; Ji2 = 4 —(c-i-q_)2
; h(! 2 b! “.q2

Soat —(etg) =B — ¢
de donde resulta:a® = b +¢ + 2¢-q:
cQué teorema se obtiene six = 9072

319. TEOREMA PARTICULAR DE
PITAGORAS

- Ya hemos demostrado anteriormente en el
N° 263 este teorema. Ahora, daremos una demos-

) 212 (

Ny

Fig. 22

tracion probablemente mas simple para algu-
nos. Se basa en el teorema de la »tangente y la
secanted (N° 312) y para ello se dibuja la circun-
ferencia de centro A y radio "b¢; resultando:
(Fig. 22):

c+b a

=

2%
|
2l

a c-b

de donde: (?2 B =t e e +b2

320. PRIMER TEOREMA DE EUCLIDES

Tambiéen lo hemos demostrade anteriormente

~ pormasde un camino (N°262y309). Ahora apro-

vecharemos para su demostracién el teorema
de »la tangente y la secante® (N° 312) y para ello

. se dibuja la eircunferencia de diametro AC =b,
obteniendose (Fig. 23): '

321. SEGUNDO TEOREMA DE

* EUCLIDES:
Al 1gual que los anteriores ya ha sido demos-
trado mas de una vez (N° 265 y 308). Aprove-

charemos, ahora, €l Yteorema de_las cuerdas




i i i it b L b

Fig. 24

para su demostracion. Para ello se dibuja la

circunferencia de diametro

AB =c=q +p. Como HC =HC’ = h obtenemos

(Fig. 24):

~CH:-CH =AH-BH

Luego: W =p-q :

322, EJERCICIOS

1) Demostrar que la suma de los cuadrados
de los cuatro lados de un paralci_og:l‘amo
es igual a la suma de los cuadrados de las
diagonales.

D

A p 8 P

Indicacion: Apliqﬁe ¢l Teorema General
de Pitdgoras (N° 318) al A ABE y al A BCE
trazando, previamente, la perpendicular BH
a AC.

Siendo AC=e, BD= f debe demostrar
que (Fig. 25):

TH)2 -2 +2.-0° =& +F

D) M e e '
b2 = S
Aphe— e sl . (siga usted). ..

2) Determinar el L.G. de todos los puntos
de un plano de modo que los cuadrados de

las distancias a dos puntos dados tcngén
‘una  diferencia dada (la diferencia debe

ser constante).

Solucion: Siendo- € un punto del L.G.
se forma el ‘A ABC en el cual se traza h, y
‘t. Ademis, designemos MD=n, % CMD =
=.yAB =c (Fig. 26).

Entonces, la condicion del problema es:

CA* -CB* =K =1 -a" =K
Aplicando el Teorema General de Pita-
goras al A AMC y al A MBC, se obticne,
respectivamente;
b =2 +(§"-)2 el T': -n, pues % AMC es obtuso
C
7

@ =t’+(5)-2:% 'n, pues XBMC esagudo

Alrestar se obtiene: B> —a® = 2¢-n = K

: 2
dedonde:2¢c-n =k = n = —55(— = constante:

Esta constante "n¢ se caleula geometri-
camente como tercera proporcional geometri-
ca: 2c: k =k :n (N° 289). : .

Este desarrollo indica que el L.G. pedido
€s una perpcndicular al trazo AB que deter-
minan los dos puntos dados: Por lo tanto, bas-
ta determinar solamente un punto C de este
L.G. y trazar la perpendicular desde C a AB.

Para determinar un punto de este L.G.

se procede en el orden siguiente (Fig. 27):
bl en By BD = k{dato) °

2) seune A con'D. _

3)arco © (A, AD) y arco © (B, BA)
determinan C y C’,

4) CC’ esel L.G. pedido.

) 213 (
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D.) Se tiene:
AC = AD =AC = AP
BC = AB =B = AR
_ AC* - BC* = AD® — AP’
peraenel A ABD: ¥ = AD* - AR’
luego: AC? — B =12

Porlo tanto: CC’ esel L.G. pedido,

3) Determinar el L.G. de todos los buntos
del plano de modo que los cuadrados de las
distancias a dos puntos dades tengan

una suma dada (suma constante).

A "M D - B

- Solucion: Sea € un punto del L.G.
(Fig. 28); y AB= ¢ (conocido), CM =t,
CD = h.,%xCMD = .

) 214 (

Condici;ﬁn:
CA’” +CB® = K
o0 bien:
b +a’ =K
Sumando las igualdades (X) del pro-
blema anterior, se obtiene:
b =2 4 S -
Porlotanto: 2 - 1.° + —r;— — K&

; 2 e :
de donde: 1. = v/ ‘Ii— = (IT)'Z = constante

porque Yc® y Pk son constantes conocidas.

Siendo t. = constante, concluimos que to-
dos los puntos del L.G. deben estar a la distan-
cia "¢ del punto medio M del trazo AB que
determinan los puntos dados. Por lo tanto, el
L.G. pedidoesla © (M, t.). '

4) A i (Ind.: veéase problema 2),

5) A:a® — b’ ¢ t,. Ind.: Probl. 3: determi-
na CD:

Fig. 29

L.G. para M: 1) simetral de DB;
2) arco @ (A, ).

~6) A:a® +b,p,q

* &
7) A:a® + b, ¢, v (Ind: con 5 y
¢ se determina t.; con ¢ y ¥ se tiene el arco

capaz).

8) A: a + b, ab = m:n ¢ (Ind: con
a2 + b y c se determina t.; con'acb = m:n

se tiene la circunferencia de Apolonio).
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9) A rectangulo: a, q. (Ind.: a® = p - (p+q)
de donde se obtiene:

DT Vaq Gy g

323. CONSTRUIR LAS RAICES DE LA
ECUACION CUADRATICA
1) Siendo »a« y »be

trazos, construir las

A " 5
raices de la ecuacion: x¥* —2ax +b =0

a 4
.dutos g —

Fig. 30
I
L C C
b b
i
LU - )
x' )N
Solucion: De acuerdo con las propieda-

des que deben tener las raices de esta
ecuacion, se obtiene: (Fig. 30)

x +x' =2a

o =

Por €l 2° Teor. de Euclides se tiene:

1)AB = 2a; 2) semi © (AB); 3) Se
traza la paralela a la distancia »b¢ de
AB con lo que se determina C y C’; 4)
se traza CH L AB la que determina:

AH =, HB =«
Enefecto: x’ +x7 =2a;x -x"" =B
El dibujo muestra que debe ser a > h

.para.queexistax’ yx’.
2) Construir las raices de la ecuacion:
X —2ax — b =0
Se debe cumplir que:
%0 a
X x7 =b

Para construir estas raices se aplica el
teorema de Pla tangente y secante ‘obte-
niendose (Fig. 31):

1) Se dibuja una circunferencia de dia-

3)

4)

4R
e

7)

8)

metro 2a; 2) se traza una tangente TP =
=lb; 3) desde P se traza la secante que pasa

pot ¢l centro O, De esta manera sc obtiene:
PA = x'.PB = x".
puesx'— x7'= AB = 2a;x :x'=PT° = I
Construir las raices de la ecuacion:
X +2ax — b =0

Solucion: como el término libre es nega-

A 2 , G e
tivo (—b"), las wraices tiecnen distinto
signo, obteniendose:

X —x =2a

X‘ = xn e b?
Andlogamente se construyen las raices

como en el problema anterior.

Construir las raices x' y x'' .de una ecua-
cion cuadratica si se conoce la semisuma
de ellas = s y el medio geométrico de ellas
= _ R

(Ind.: guiese por el problema 1).

Construir las raices x' y x° de una ecua-
c¢ion  cuadratica si - su  semidiferencia
es »d¢ y ¢l medio geomeétrico entre ellas

es dmi .

Construir las raices x' y x" de una ecua-

cion cuadratica si se conoce su medic

aritmético Pa® y su semidiferencia Vbt

Construir  las

raices de la ecuacion
2 2
mi— e )
Construir * las raices de una ecuaciér

cuadratica si tanto su medio aritmetico
como €l medio geomeétrico de ellas es »a.

Y215 (




.9)

En la figura 32 se ha dibujado una semi-

circunferencia de 26 cm de didmetro y
una perpendicular de 12 cm. Ademas,
se han dibujado otras dos semicircunfe-
rencias cuyos didmetros suman el dia-

metro de la mayor. Calcular el area som- ;

breada.

(Resp.: 361).

10) En la Fig. 33 se han dibujado cuatro
semicircunferencias  y la  perpendicular
CD en el centro O. !

_SiCD = 25 cm y CO:OD = 3:2, calcular
el area sombreada.

(Resp.: 156,25 ).
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Potencia de un punto respecto a una circunferencia. Central. Eje radical.

324. POTENCIA DE UN PUNTO
Recordemos que la central de dos circunferencias
es ¢l trazo que une sus centros. Un punto puede
considerarse como una circunferencia de radio
Cero y, en consecuencia, la central de un punto
y una circunferencia es el trazo que une el punto
con el eentro del circulo.

I) Se define por »potencia de un punto respecto
4 una circunferencia a la diferencia entre el

cuadrado de la central y el cuadrado del ra-

dio®. Si esta potencia se designa por P. se

obtiene (Fig. 1):

II) Pero de acuerdo con el Teorema de Pitégo-
ras podemos escribir que:

¢ =2 +1° dedonde: & =& ——-r’.=Pg

De aqui que también se defina como »poten-
cia de un punto respecto a una circunferen-
cia al cuadrado de la tangente trazada desde
el punto a la circunferencia®: Es decir (Fig.

1):

HII) Finalmente, también sabemos que :
¢ = PA-PB = PC-PD = const, y. por
esto se puede definir como »potencia de un
punto respecto a una circunferencia al pro-

ducto que se obtiene al multiplicar una se-
cante trazada desde el punto por su seg-
mento externot, ;

O sea: P; = PA-PB

Desde luego estas tres maneras de expresar
la potencia de un punto son equivalentes.

Analicemos algunos casos:

a) Si el punto P pertenece a la circunferen-
cia la central OP = c equivale al radio. Por lo
tanto, resulta: P. = O.

b} Si el punto no pertenece al circulo, o sea,

-~ es punto exterior al circulo, la central OP =c es

mayor que el radio y, en consecuencia, la poten-
cia es positiva: P. > 0. :

c) Si el punto es interior (pertenece al circu-
lo), la central OP = c es menor que el radio y, por
lo tanto, la potencia es negativa: P, < O.

325. OBSERVACION :
También la potencia de un punto puede definirse
vectorialmente.

Sean A y C los extremos de un didmetro y
P el punto de interseccion de dos secantes cua-
lesquiera que pasan por A y C. Demostraremos
que la potencia de P réspecto ala circunferencia

es igual al producto escalar de los vectores
PA-PC (Fig. 2).

T.) |PA-PC-=¢ -#




D.) Aplicando la definicién de »producto esca-

Jar« a estas dos secantes que son vectores en este

caso, scobtiene:

PA-PC =PA-PB (pues PB es la proyeccion
del vector PC sobre PA)

326. EJERCICIOS
1) En una circunferencia de 6 cm de radio se
°  prolonga un didmetro en 4 cm. ;Cual es la

potencia del punto extremo de esta prolon--

gacion respecto a la circunferencia®

2) Se tiene una circunferencia de radio »a‘.
;Cual es el L.G. de todos los puntos del pla-
no que tienen una potencia de 8 a’ respecto
a esta circunferencia?

3) Se tiene una circunferencia de 25 cm de dia-
‘metro. ;Cudl es la potencia de un punto del
circulo situado a 9 em de la circunferencia?

4) La potencia de un punto situado a 1 cm de

la circunferencia de un circulo es 25 cm.
;Cuanto mide el radio?

5) Desde un punto P situado fuera de un circu-
Io de 18 cm de fadio se traza la secante que
pasa por el centro. ;A que distancia esta
este punto de la circunferencia si su poten-
cia respecto a ella es 36 cm’?

6) La semisuma de la distancia de un punto a

_una circunferencia y el radio es 15 cm, y la

semidiferencia de estas. distancias es 3 cm.
;Cual es la potencia de este punto respecto
a la circunferencia? ;Cuanto mide la tan-
gente desde este punto a ella?

7) La_ pote'ncia de un punto respecto a una cir-
cunferencia es 576 cm’. ;Cuénto mide la
tangente desde este punto?

8) Desde un punto se traza una secante cuyo
segmento externo mide 5 cm. Si la potencia
de este punto respecto a la circunferencia es
100 em®, jcuanto mide la cuerda que deter-
mina la secante?

9) Desde un punto fuera de un circulo se traza
una secante de modo que el medio aritméti-
co entre su segmento externo y el interno

)218(

es 13 cm y el medio geometrico entre ellos
es 12 ecm. ;Cual es la potencia de este pun-
to? :

10) Calcular la potencia de un punto situado a -
‘4 em de una circunferencia de 12 em de ra-
dio. Discusién.

Resp 1) 64 cm’; 2) L.G. es © (O, 3a); 3) —144
4) r-12 em; 5) 2 em; 6) P, =756, t =6+/21; 7

t=24; 8) 15 cm; 9) P. =468; 10) P’ = _30,
P =112, :

327. OBSERVACION

a) Dos circunferencias se cortan ortogonalmente

cuando son perpendiculares las tangentes traza-

das en uno de los puntos de interseccion de ellas.
b) Al cortarse dos circunferencias ortogonal-

mente la central mide (Fig. 3): c=v/ R 417,
c) ;QOué sucede cuando dos circunferencias

que se cortan ortogonalmente tienen el mismo

radio?

Fig. 3

OPTATIVO

328. EJE RADICAL DE DOS
CIRCUNFERENCIAS
Definicion: Se llama eje md:mi de dos c:rcunfc-

rencias al conjunto de puntos que tienen la mis-

'ma potencia respecto a las dos circunferencias.

Por lo tanto, el eje radical es el L.G. de todos
los puntos de un plano que tienen la misma po-
tencia respecto a dos circunferencias y ¢s una
recta perpendicular a la central de las dos circun-
ferencias. En efecto: sea P un punto que cumple
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con la condicion de tener la misma potencia res- -

pectoa las circunferencias de radios R y r. Luego,
por definicion, se tiene:

PO’ —R* =POF - F
PO* —PO* =R* - ¢

tanto R como r son constantes. Pero en el N° 322,

de donde:

= constante, pues

N° 2, demostramos que los puntos que cumplen
con esta condicién se encuentran en una pcrpcn-
dicular trazada a la central 00’

Veamos algunos casos particulares:

a) 81 las circunferencias son secantes, el
Yeje radical® es la recta que pasa por los puntos

. de interseccion de ellas: Es; p01 lo tanto, perpen-

dicular a la central.
En efecto, para un punto cualquiera P de
esta perpendicular se tiene (Fig. 5):

P, = PA-PB (respectoa © O)
P’. — PA-PB (respectoa ® Q)
P. = P.

T Fig. 5

E.

b) Si las circunferencias son tangentes, in-
terior o exteriormente, el eje radical es la tan-

gente comun en el punto de tangencia (Figs. 6

)

Fig. 6

Fig. 7 - E|R

¢) Si_las circunferencias son exteriores, el.
eje radical es la recta que pasa peor los puntos
medios de las dos tangentes comunes (Fig. 8).

Fig. 8 Elr.

d) Si las circunferencias son interiores, una
respecto a la otra, su ¢je radical es también, co-
mo todos los cases anteriores, una recta que €s
perpendicular a la central OO’ (Fig. 9).

Para determinar esta perpendicular se di-
buja una eircunferencia que corte a las circun-
ferencias dadas. Al trazar los ¢jes radicales AB
y A’B’ de esta circunferencia auxiliar con cada

una de las dadas, se determina el punto de inter-

“seccion P de ellos.

La perpendicular desde P a la central OO’

es el gje radical de las dos circunferencias dadas.

i2i9;




ID.) Siendo M« la tangente desde P a la circunfe-

“rencia auxiliar, se tiene:

PA -PB =¢
PR TP = ¢

.PA-PB -PR’ .PP’ - ¢

' Se determina por la intersei:cién de los ejes radi-

329. CENTRO RADICAL DE TRES
CIRCUNFERENCIAS

cales de estas circunferencias, que son concu-

rrentes, es decir, se cortan en un mismo punto C.
En efecto, por definicion se tiene (Fig. 10):

CO - r* =TO," — ', pues CEE,
CO®> — 1 =CO: -, puesCEE,

= —C_ﬁlz —1'12 =-(.j-632 _1‘32

Luego: E; pasa por C.
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31° UNIDAD

Teoremas sobre poligonos semejantes. Longitud de la circunferencia. El nimero =. Poligo-

nos homotéticos:

330. TEOREMA XCVI
»Si desde vértices homélogos de poligonos seme-
jantes se trazan diagonales homélogas, el poligo-

no queda dividido en tridngulos semejantes.

H.) Poligono ABCDE ~ pol.igonu A'B'CDE’
(Fig. 1); véertice A homologo con A’; diago-

" nal AC homéloga con A’C’;

diagonal AD homoéloga con AD’, etc.

ARG AT

Ty Al AR

AN~ A TID

D.) AL~ AT porel2° Teor.de ~ pues
l % ABC =x A’B'C’ (por H.)

AB:BC = A’B: BC’ (porH.)

"AILL ~ AP por el 2° Teor. de ~ pues
(AAED — % A'E’'D’ (por H)
EA:ED = EA’: E'D’ (por H.)
De la semejanza de estos triangulos se ob-
tiene: _
21 =% 1,23 =x3=%2 =%2"y
%4 = x 4 puesto Que; por H., se tiene:
X EDC =% E'D’C’ yx BCD = 5 BC'D’.
Luego, por gl 1" Teor. de semejanza, resul-
ta: A IL <~ A TP
331. COROLARIO

»En los poligonos semejantes, las diagonales ho-

molegas o cualquier transversal homologa son
proporcionales a los lados homslogos«.

332. TEOREMA XCVIl

(Reciproco del antenior)

»Dos poligonos divididos en triangulos semejan-
tes y dispﬁtstos en el mismo orden, son semejan-

tese.
HyAal~ AP, AL~ AP, AT~ AP
T.) Poligono ABCDE ~ poligono A’B’C’'D’E’

D.) Se debe demostrar que los lados homélogos
son proporcionales y los dngulos homolo-

gos, iguales.
Como Al~ AL, |
: resulta:
AL~ AP

AB: KB - AC: KT

CD:CD = AC:AC

AB:AB’ =CD:CD’
pero: AB:A'B’ = BC:BC (por H))
luego: AB:A’B’ = BC:B'C’ = CD:CD

(:..siga usted .. )

333. COROLARIOS
a) »Los poligonos regulares del mismo- nimerq
de lados, son semejantes(.

b) »En les poligonos semejantes del mismo
numero de lados, los lados son entre si como sus
radios o sus apotemas(.

¢) »Todas las circunferencias son semejan-

tese.

334. TEOREMA XCVill

»Los perimetros de dos poligones semejantes
son entre si como dos lados homologos o como
dos transversales homologas(. :

H.) Poligono ABCDE ~- poligono A’B’C’'D’E’
(Fig. 1) |
1221 (




i) 2s:25° =AB:A'B’ =... =EI:A’C’ =...

D.) Es analoga a la que hizo en el N° 307-3
(Teor. xc).

335. COROLARIOS
a) »Los perimetros de los poligonos regulares
del mismo numero de lados son proporcionales
a sus radios o a sus apotemast.

b) »Los perimetros de las circunferencias
son proporcionales a sus radios o a sus diame-
tros®.

Fig. 2 C.

Esta conclusion lleva a algo muy importan-

te. En efecto, de lo anterior se puede escribir:
S-5-% (mgo
- Deaqui se obli‘ene también:
% = % = %—:.: ... = constante
Es decir: »Entre una circunferencia Y su
diametro existe una razén constante«:

G _
-4 = const.

Esta constante se designa con la letra griega

x (pi) y numeéricamente representa P»las veces
- que el diametro cabe en la circunferencia corres-
pondiente®.:

Se ha detﬂrminado el valor de esta constante
por diversos métodos, como lo veremeos mas ade-
lante, obteniéndose un nuamero “irracional {in-
‘conmensurable) y para el cual se toma aproxima-

- damente el valor;

o= _3_,14-16 = %

Mis exacto es 3,1415926536. .. (no existe
periodo).

“)222(

De lo anterior obtenemos:

% C==d | obien: [C =271

=N =

puesd = 2r.

Con esta férmula podemos caleular la longi-
tud o perimetro de una circunferencia conocido
su radio re.

336. EJERCICIOS

1) Una pista circular tiene un radio de 50 m.
éCuéntos. metros corre un atleta al dar una
vuelta completa?

2) Una circunferencia tiene una longitud de
62,8 cm. ;Cual es su radio?

3)  El perimetro de un poligono es 125 cm y una
de sus diagonales mide 12 cm. La diagonal
homoéloga a ésta en otro poligono semejante
al anterior mide 15 cm. ;Cuanto mide el
perimetro de este otro poligono?

4) El perimetro de un triangulo mide 48 cm y
el de otro triangulo semejante con él mide
64 cm. El radio de la circunferencia circuns-
crita al primer triangulo mide »n®« cm.
¢Cuanto mide el radio de la circunferencia

circunscrita al segundo triangule?

. 5) Los radios de dos circunferencias son entre

si como 5:8. Si el perimetro de la primera es
3,25 em, ;cudl es el perimetro de la otra?

6) En un plano de un estadio, hecho-en la esca-

“ . -
Ia de 12500 ° aparece una pista circular. En

el plano esta pista tiene una longitud de
4 ¢nr- Cuantos metros corre un atléta que
da una vueltaala pista?

7) El perimetro de un A A con el de otro A B
" son entre si como 3:8. A su vez, el perime-
tro del A B con el de otro A G son entre si
como 4:9. La transversal de gravedad t.
del A A mide 2,4 cm. Si los tres triangulos
son Ssemejantes entre si, gcuanto mide la
transversal de gravedad homologa a t en
elA C?

Resp.: 1)314 m; 2) 10 em; 3) 156,25 cm; 4) & m;
5) 5,2 em; 6) 500 m; 7) 14,4 cm.




337 POLIGONOS HOMOTETICOS
Estos son los poligonos semejantes que tienen
sus lados homologos paralelos.

Primer ¢aso. Tomemos un punto cualquie-
“ra S en la region interior del poligono ABCDE.
A este punto se le llama centro de homotecia o
centro de similitud. Al unir este punto S con to-
dos los vértices del poligono se obtienen los rayos
de similitud o rayos de homotecia (Fig. 1).

Al tomar un punto A’ o A" en uno de los

rayos de similitud y trazar las paralelas a los
. lados por estos puntos y los que se obténgan
sucesivamente en los otros rayos, resultan los
poligonos A'B’C’'D’E’ y A”B”C”D”E;’ que son
semejantes entre si y al poligono ABCDE en
virtud del Teorema xcvir (N° 322),

" Porlo tanto:

SA _SB _S5 SD_SE_AB_ BC
.ﬁ: S_Bs ﬁ g!_), SE 5:_‘ E"_

A esta razon entre las distancias del centro
de homotecia a dos vértices homélogos se llama

razon de similitud o de homotecia.

/
Fig. Il A2

Segundo caso (Fig. 1). Se considera el cen-
tro S de similitud en un vértice del poligono. Se
obtienen los poligones SB'C’E’E’; SB”C”DE”,
.., que son semejantes al SBCDE en virtud del
Teorema Xevii.

Tercer caso (Fig. ). Se puede considerar
el centro de similitud S en la region exterior del
poligone ABCD). Se une S con los vértices del
poligono ABCD y se trazan las paralelas por un
punto A’ 0 A” a los lados. :

Cualesquiera de estos tres cases permite
construir facilmente un poligono semejante a
otro dado. También sera util en la construecion

de tridngulos en los cuales se da la razon entre

elementos lineales.

. )223(
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EJERCICIOS

Construir un tridngulo semejante a un
tridngulo dado A’B’C’ y de modo que el
radioc de.la circunferencia circunscrita al
tridngulo tenga una magnitud dada »me.

m

Fig. 1

Solucion 1) se elige como centro de homo-
tecia S al centro de la circunferencia circuns-
crita (basta trazar y determinar la intersec-
cion de dos simetrales del AA’B’C’ (Fig. 1);
2) desde S se dibujan los rayos de simili-
tud; 3) se dibuja la © (S, m); la interseccion
de esta circuriferencia con los rayos de simi-
litud determina los vértices A, B y C del
triangulo pedido ABC. :

Construir un triangulo semejante a un
A A'B'C’ dado y de modo que el radio de

la_circunferencia inscrita tenga una magni-

ind dada »n«.

Solucion: 1) se elige como centro de homo:

tecia S al centro de la circunferencia inscrita
(basta trazar dos bisectrices), (Fig. 2);

Fig. 2

e |

3).

4)

5)

2) desde S se trazan las perpendicuiares a

los lados del A A’B'C’ y sobre estas per-
pendiculares se copia n=SD=SE=SF;

.3) por los puntos D, E y F se trazan las res-

pectivas paralelas a los lados del A A’B°C?
las que al cortarse determinan el A ABC.

En un A ABC inseribir un rectingulo cuyos
lados estén en la razon de m:n.

~C F::grl_ 3

m._..___|
) jrmm—
G F
e
o
(Y & I//
£l __ 6 F A
I 3
ml
1.
1 = |
A e D E B

Solucion: 1) sedibuja el rectangulo D’E’F’'G’

de lados m y n (Fig. 3); 2) siendo A el
centro de homotecia se traza el rayo de

homotecia AF’ — F’ lo que determina F;

3) se traza por F las paralelas a los lados

m y n determinandose el rectingulo pedido

DEFG.

En un tridngulo ABC inscribir un cuadra-
do.

r

Fig. 4

Solucion: 1) se dibuja un cuadrade cual-
quiera D’E’F’G’ (Fig. 4); 2) se une A con
F"y se prolonga hasta cortar ¢l lado opues-
to en un punto F; 3) siga usted . ...

En un semicirculo dado inscribir un rectan-
gulo cuyoslados estén en la razén m:n.
(Indicacion: elija como centro de homotecia
¢l centro del semicirculo).
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8)

9)

En un semicireulo dado inscribir un cuadra-
do.

Entre dos rectas oblicuas L y L” que no

pueden prolongarse hasta su interseceion,
se da un punto P. Trazar por P una recta
que pase pof el punto de interseceion in-
accesible de estas dos rectas, es decir, que
pase por el vértice del angulo que forma-
rian L’ y L.” si se prolongaran(Fig. 5). .

Solucion: 1) Se dibuja un triangulo cual-
quiera ABP siendo P el punto dado; 2) se
traza una paralela cualquiera A’—Bu" al lade
AB; 3) por A’ // AP y por B’ // BP determi-
nan P’; 4) la recta PP’ — P’ pasa por el
vertice delz (L7, 1.”).

%:ab:ic: = mintk,

(Indicacion: con m, n y k se construye el
AABC después
se sigue como en el problema 1.)

semejante al pedido;

Aiath = mmn,8,p.
(Indicacion: con. m, n y 3 se construye el

AANBC semejante al pedido; después

se sigue como en el problema 2.)

10. A :a +e, b +ce, vy

Solucion: 1) A auxiliar DEC con CD =
=c+hb, CE=a+c,xDCE = y (Fig. 6); 2)
se foma un trazo cualquiera n =DF =E;

3) la paralela por G a DE y arcode © (F, n)

determina P; 4) D ( —) P — P determina B;

etcétera.

1) A e, = min, vy, .

12) Dentro de un A ABC inscribir un’tridngu-

lo is6sceles de modo que cada vértice este

sobre un lado.

'13) Dentro de un A ABGC inscribir un tridngu-

loequilatero.

14) Dentro de un circulo trazar una cuerda que
quede trisectada por dos diametros perpen-

diculares.

Solucidn: 1) Se hace BC =AD =AB =a (Fig.

 7); 2) al unir O con C y D se determina M

y N; 3) la cuerda MN queda trisectada.

Fig. 7

15) Construir un A isosceles dados:
r,c +h. (Fig:8)

Solucion: 1) se dibuja la © (O, 1); 2) se co-

pia ¢+h. =CD; 3) como MD =2-MB, se
. )225‘(_ !



copia una magnitud cualquiera J)nlﬁ de mo-
do que DM’ =2n, M’B’ =n; 4) D( -)B’ —

— B’ determina B, etc.

16) Construir un octogono regular de modo
que su lado tenga una magnitud dada »a«.

17) En un cuadrante de circulo inscribir un
cuadrado de modo que dos vértices estén en
los radios del cuadrante y los otros dos en

el arco correspondiente.

18) En la region interior de un angulo se da un
punto P. Trazar por P una circunferencia
tangente a los lados del angulo (Fig. 9).

Solucién: 1) se traza la bisectriz del dngulo;
2) se traza cualqumr circunferencia O’ tan-
gente a los lados del angulo; 3) al unir A
con P se determina P’; 4) por P // PO’ deter-
mina el centro O de la circunferencia pedi-
da; 5) se dibuja @ (O, OB).

- )226(

Fig. 19

Solucién: 1) sea AD =a +b== CD =CB =a;

2) % ADB - - v; AM =t,; 3) se dibuja
cualquier A isésceles FDE de mode que
ED =EF; 4) M'E =M'F; 5) L.G. para M:
1°)DM’ —M> '

2% arco® (A, )

6) porM // EF determina C; 7)CM —M y

.

ﬁ—-r. F determinan B.

20) Se tiene el cuadrado SRVM de lado »a«
(Fig. 11); el punto P esta situado a la distan-
cia »b« del lado VM que se une con los
cuatro vertices. La perpcndicular en T corta

aPVenLyla perpendlcular en Q corta a
PM enK.

/ Fiz 11
;‘-"‘\ ig.

.
s
-

-

S R
Entonces, el cuadrilatero TOKL es:

a+h .
2 3

A) un rombo de lado
B) un rectingulo delados (a —h) y i :
C) un trapczmde delados 2 Ty 3 :

D) un cuadrado de lado +b ;

b
a+b

E) un reclangulo de lados —5 ¥y



21) Desde un punto P situado fuera de un circu-
“lo trazar una secante PA de modo que
PA : PB =m:n (Fig. 12). :

Solucion: ‘l) desde P se traza la tangente PT
la cual se divide en la, razén m:n tal que
PT :PC =m:n (Fig. 13); 2) la perpendicular
en C corta a la central OF en 0’; 3) la in-
terseccion de la @ (O, CO’) con la ©

(O, OT) determina B; 4) la union de P con 22) El mismo Yproblema, anterior, pero de modo
B y la prolongacion mas alla de B determi- que el segmento exterior de la secante sea
na A. '

al segmento interior de ella comom:n.
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32 UNIDAD

Determinacién experimental del nimero 7.

Comparacién de areas de poligonos. Area del circulo. Area de sectores y segmentos circulares.

339. TEOREMA XCIX
»Las areas de dos tridngules cualesquiera son
entre si como los productos de sus bases por la

altura correspondiente a ellat.

" H)AABC y AABC son A cualesquiera

(Fig. 1).
A
A}
BlAABCE - ek
AABC ¢ he’

D.) Al caleular el drea de estos tridngulos
(IN® 253-2), se obtiene:

AABC  ch
AABC  Ch

340. COROLARIOS

a) »Las areas de los tridngulos que tienen la

misma altura son entre si como las bases corres-
pondientes<. -

- )228(

En efecto:

AABC  ch
A A’B-’C, .C'hc"

perosih, = h,, resulta:

AT

AABC. ¢
AABC O

b) »Las éreas de los tridangulos que tienen
la_misma base son proporcionales a las alturas
correspondientes a ellas«.

AABC  ch

En efecto: = :
A ABCE  che
l - - A ABC  ho
peroal sere¢ = ¢ resulta: AABC he

¢) »Las areas de los tridngulos que tienen
la misma base y la misma altura son iguales, es
decir, los tridngulos son equivalentest.
ABCG

: AN
Sic =¢' h. = h-,seobtene: ————— = |
- A ABC

porlo tanto: A ABC = A A’B'CY

341. TEOREMAC. :

»Las areas de dos triangulos que tienen un angu-
lo igual son entre si como los productos de los
lados que forman el angulot.

H)a =o

T.) A ABC: A AB'C = (b-o): (b'-c)

D.) Al trazar las alturas se ob_tiene. (Fig. 2):
AADC ~ AADC (1° Teor. de ~), de
donde: :

e
.}]c!

Pero, por el Teorema xcrx (N° 339), se tri_e-

b
I)F',=

ne:




2) BABC _ ¢ | h

AANBC ¢ h

Por lo tanto, al sustituir 1) en 2), resulta:

AAB.Q == b
AABC . B¢

Otra demostracion: por Trigonometria se

sabe que vel area de un tridngulo es igual al se-
que forman¢; entonces (Fig. 2):
AABC = be-sena |

AABC ='2l b'c’ rsena’ }

AABC _ b-c .
AABC  bC pues sena = sena’al

Sera = a .

342. TEOREMA CI
AlLas Areas de los tridngulos semejantes son entre
~ si como los cuadrados de dos lados homologos«.

H.) A ABC ~ A A’BC

2
AABC - C
1) AABC @ P

D.) Porel Teorema C, se tiene (Fig. 3):

1) A ABC Soi b-c
_& A’B’C, b e

pero -- = — porque los

triangulos son semejantes.

'Su'stitﬁyéndo esta igualdad en 1) resulta:

A ABC &

AARC

. miproducto de dos lados por ¢l seno del angulo

Fig. 3

343. COROLARIOS -

2) Como los lados de triangulos semejantes son
proporcionales a las transversales homélogas
(N® 306-c), se obtiene: »Las areas de triangulos
seme_jantes son entre si como lo's. cuadrados de

cualquier transversal homologa. Es decir:

AABE e ol b

RABNP ot Rt s e e o

b) »Las areas de dos poligonos semejantes

son proporcionales a los cuadrados de dos lados

homologos o a los cuadrados de des diagonales
homologas o a los cuadrades de dos transversales

‘homologas cualesquiera®.

¢) »Las areas de dos poligonos regulares del
mismo namero de lados son proporcionales a los
cuadrados de sus lados o a los cuadrados de los
radios de las circunferencias inscritas o cireuns-
critas a los poligonos«.

d) »Las areas de dos circulos sen proporcio-
nales a los cuadrados de sus radios o a los cuadra-
dosde sus didmetros«.

i, | 220 ©) _ #
Es decir: a0 0)

&
o

344. TEOREMA ClI :
»Considerando los lados de ‘un triangulo rec-
tangulo como lados komdlogos de poligones se-

‘mejantes construidos sobre ellos, demostrar

que’ el area del poligono  construido sobre la

) 229




hipotenusa es equivalente a la suma de las areas
de los poligonos construidos sobre los catetost.

H.) Polig. X ~ polig. Y ~ polig. Z

T.) |pelig- X + polig. ¥ = polig. Z

t

D.) Aplicando el Corolario b (N° 343), se tiene
(Fig. 4):

X)) _ 2
@
W
@ &

()_i) T at i
@ é

Pero, -Segﬁfl el Teorema ‘de Pitagoras:

2 +B = cz,luego:

X) + () = (4)

345. AREA DEL CIRCULO

En el N° 267 demostramos que Yel 4rea de un
paligono regular es igual al producto del semi-
perimetro por la apotema¢. Es decir:

I) A=‘-S'p

Al aumentar indefinidamente el ntimero de
lados del poligono regular éste se confundira con

) 230 (

la circunferencia y, el apotema, con el radio de

ella. Por lo tanto, el area del eirculo es:

A o

1
2

Este resultado se puede interpretar diciendo
que el drea de un cireulo es equivalente al drea
de un triangulo que tiene por base a la circunfe-
rencia y por altura el radio de ella®. _

Pero en el N” 335-b, vimos que el perimetro
o longitud de la circunferencia de radio Pr¢ es:
C=2nr

Entonces, al sustituir este valor en ID), se

obtiene:

2
A=xrf

que es la formula para calcular el area de un
circulo.

346. EJERCICIOS :
1) Calcular el perimetro y el area de un circulo
de 25 cm de radio.
2) La longitud de una circunferencia €és 125,6
cm. ;Cudl es el area del circulo correspon-
- diente?

8 3) Elirea de un circulo es 314 em’. ;Cual es

la longitud de la circunferencia?
4) Demostrar que el area A del circulo en fun-

cion de la longitud (i de la circunferencia es:

o
4

5) Demostrar quer = v/ =

T

6) Demostrarque C = 2\/r - A

A =

7) En el # ABCD se tiene AM = MB y
ND = NC. Calcular la razén entre Jas ireas
I: I1: TII (Fig. 5).




8) En el # ABCD se tiene AE.EB =DF.FC
= | : 2, Determinar la razon entre las dreas
(Fig. 6):

A AED: trapecio EBED: A BCF : # ABCD ;

Resp.: 1) C =157 em; A =1962,5 em’; 2) 1256
em; BF € —628 omi 7)) 1:2:1. 8y 1326

347. AREAS DE SECTORES ¥'
SEGMENTOS CIRCULARES
Sea 5 el sector circular que comprende el arco
nat y el angulo del centro o.
Para calcular el 4rea del sector S lo compa-

raremos con el area del circulo, obteniéndose
(Fig. 7);

D 5=

Esta dltima relacién expresa que Vel area
de un sector circular equivale a la de un tridngulo
que tiene por base una longitud igual al arco y
por altura el radio del circulotC.

Ahora, para calcular el drea del segmento’
(Seg.) basta restar al drea del sector correspon-
diente (ODECO) el area del A CDO si @ <180°.

. Por lo tanto;

4area Seg. CDE = sector (ODECO) — A CDO.
¢Como se procederia si ¢ > 180°?

348. EJERCICIOS

1) Dividir un triangulo-en dos partes equiva-
lentes por medio de una paralela a un lado.
Solucion: Sea CD =x; CA =b (Fig. 1).

_————xC Fig. 1

ABED o

Condicion:

A DEC =trapecio
bien: A DEC = —é— A ABG, por lo tanto:

ADEC, = 1

AABC 2
Pero, por Teor. CI (N® 342) se tiene:

ADEC - GDF - o
4 ABC cA? b

& = D 1 sz
de aqui: e b-b. Esto indi-

ca que »x¢ es media proporcional geometri-
ca entre PbC y » _;_ be.

Por lo tanto, basta construir IeSta media
proporcional geomeétrica que, en este caso,
conviene construirla aplicando el Primer
Teorema de Euclides (N° 316). Para esto:
1) se dimidia AC; 2) se dibuja la semi ©
(AC); 3) la perpendicular en M determina
N; 4) resulta CN =x; 5) al dibujar €l arco de
® (C, CN) se determina D: 6) finalmente
se traza por D//AB.

2) Dividic un tridngulo en dos partes por me-
dio de una par_a.lcla a la base y de modo que
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3)

las partes resultantes sean entre si como.
1:3. '
Solucion: Sea CD =x, AC =b (Fig. 2).

Condicion:. 2ADEC - =L
trap. ABED 3
obien: ADEC _ 1
" AABC 4 :

Pero en virtud del Teor. c1 (N® 342), se tie-

ne:

ADEC _
A ABC b
= 1 e R Sih
Luego: 5 = — =>x' = b = x =
C
Fig. 2
x
D E
A 3 B

Este resultado indica que basta trazar la
mediana del A ABC para que se cumpla la
condicién del problema (Ver N° 170).

Dividir un tridngulo en tres partes equiva-

lentes por medio de paralelasa la base.

C

Fig. 3

~ Solucién: Sea CD =x, CF =y (Fig. 3): 1) se

divide AC en tres partes iguales: CM =
=MN =NA; 2) se dibuja la semi ® (AC);

'3) las perpendiculares en M y N determi-

nan los puntos P y O, respectivamente; 4)
el arco @ (C, CP) determina D y el arco
(0] (C,m determina F.

D.) ;Hagala usted!

) 232

4)

Dividir un triangulo en dos pafies por me-

“dio de una paralela a la base y de modo que

el tridngulo que se determina sea las 3/5
partes del triangulo dado.
Construir un cuadrade que sea el doble de

otro dado.
//\\\

/ \
/ NS

N
M
Q

) F
A a B
I1* solucién: sea a = lado del cuadrado dado.

Luego, su diagonal mide BD =a\/2 (Fig.
4). Por lo tanto, basta construir el cuadrado

que tiene por lado la diagonal del cuadrado
dado. s

22 solucion: sea x =lado del cuadrado pedi-

_do. La condicion del problema es:

¥ =Va =Da-a :

Por lo tanto, para ‘determinar - ’x¢ basta
construir la media proporcional geométrica
entre »2a¢ y Mal,

De acuerdo al 2° Teor. de Euclides se tiene

(Fig. 5):

1) AB = a (lado del cuadrado dado) .

2) BC = 2a

3) se dibuja la semi @ (AC) y se traza la per-
pendicular en B, lo que determina D; 4) re-
sulta BD =x, lado del cuadrado pedido.

3% solucidn: se basa en el 1*" Teor. de Eu-
clides:

1) AB = a, BC = a (Fig. 6);

2) semi © (AB);



6)

1)

8)

9)

3) perpendicularen B d_cte_rmiha D;
4) AD =x

Construir dos cuadrados de modo que uno
de ellos sea el triple del otro. :

A—— ”8

u 3u

Solucién: se basa en el corolario »he del
,N° 310. Para esto (Fig. 7): 1) se copia un

trazo unitario u =AD: 2) se hace DB =3u;
3) la semi © (AB) y la perpendicular en D
determinan C; 4) resulta: AC =x, BC =y,
pues¥ ;¥ =u:3u =1:3 '

Construir dos cuadrados de modo que uno

sea los 2/3 del otro.

Dados dos rectangulos semejantes construir
otro rectangulo Semejante con ellos y cuya
4rea sea la suma de las 4reas de los rectan-
gulos dados. '
(Ind.: Teor.ci, N® 344).

Construir un cuadrado equivalente a Ia su-

* mha de dos rectangulos dados.

(Ind.: 1°) construir ¢l rectangulo semejante
y equivalente 2 la suma de las areas de los

~ dos rectangulos dados (N° 344); 2°) trans-
formar el rectangulo ebtenido en el cuadra-

do que se pide (segiin N° 344) )

10) Dados dos triangulos semejantes construir
otro triangulo semejante a ellos y equivalen-
te a la suma de ellos:

(Ind.: N° 344),

11) Dados dos traptzoidt’s semejantes CONSIruir
otro trapezoide semejante con ellos y equi-
valente a la diferencia de ellos.

(Ind.: N°® 344),

12) Dados dos trapezoides semejantes construir

un triangulo ‘equivalente a la suma de sus
areas.
(Ind.: 1°) Encontrar el trapezoide equiva- ._
lente a la suma de ellos segin N° 344;
2°) transformar el trapezoide obtenido en el
tridngulo que se pide segiin N° 278-13).

13) Dados dos tridngulos congruentes construir

otro triangulo equivalente a la suma de
ellos.
(Ind.: N° 344).

14) Dados dos rectangulos congruentes cons-
truir otro rectangulo equivalente a la suma
de ellos. !

15) Dados dos tridngulos congruentes construir
un cuadrado equivalente a la suma de ellops.
(Ind.: 1°) encontrar el tridngulo equivalente
a la suma de ellos segun N* 344; 2°) trans-
formar el triangulo encontrado en el cuadra-

* do pedido segiin N° 278, N°> 10y 17 .

16) Dado un cuadrade de lado »a® construir

otro cuadrado que sea equivalente al triple
deél

17) Dividir un semicirculo dado en dos semi-

circulos. ;Cuantas soluciones existen?

(Ind.: N 344).

18) Dividir un semicirculo dados en dos semi-
circulos de modo que el drea de uno de ellos
sea los 2/3 del otro. (Cuantas soluciones

" hay? -
(Ind.: N° 344 y N° 310-b).

19) Calcular, en fun@‘i(’)n' del radio, la longitud .'
de la diagonal de un p,cntégon‘o regular
inscrito en una cireunferencia, '
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20) Caleular, en funcion del radio, la longitud 24) En un circulo se dibuja la ?media lunat X

~ del lado de una estrella regular de cinco (especie de lente concava-convexa positiva).
puntas inscrita en una circunferencia. . El perimetro de ella mide, en funcion del
21) En un circulo se dibuja la Pmedia lunat X. radio »r« (Fig. 8):
Su area en funcion del 1‘3(!-10‘ mide (Fig. 8): A) 057r(2 +\/—2} B) x ]‘\/—2-_
: 1 2
A) b i C) 15712 D)2xr(/2 +1)
B) —%- r e ~ E) otro valor
0 (2 —_ﬂ) - 25) Calcular el perimetro y el area de un poli-
D) gono regular circunscrito a una circunfe-
9 16 ¥ ' »
E) 05, renu"a CI‘I funciéon del nimero »n¢ de lados
y del radio »re.
Fig. 8

22) En un circulo se dibuja una especie de lente
plano-convexa Y. Su area, en funcion-del
radio, mide (Fig. 9): -

A4’ B2l .
C) (5-1)+¢ ﬂ - B
D) ¢ / Solucion: Sea ABO el triéngulo fundamen-
E) 05+ i° - tal del poligono (Fig. 11).

-/,’/ El perimetro sera: p = n - AB

/

pero AT =r-tg &

dedonde:p =2n-r-tg —‘2“—, pero

2 <
a = = radianes, por lo tanto:

p =2rn-tg-’%

: /
7’
-
Fig. 9

Por otro .lado,- el 4rea del-.poiigo'né es:

23) En un circulo se dibuja el arco MN de radio A=n-AABO =n-0OT: AT
PM. El area Yachurada¢ S, en funcién del
radio <, mide (Fig. 10): luego: | A =nf-1g T
A) —‘lf ™ I'2 é} % T I'2

26) Calcular el area y el perimetro del poligono
regular inscrito en una circunferencia en

funcién del nimero Pn¢ de lados y del radio
DEC '

27) Siendo »a¢ el lado del poligono regular
inscrito en una circunferencia de radio "rt,
calcular el drea del poligeno en funcion del

»

lado y del radio.

28) En un mismo circulo se inscribe un penta-
decdgono y un decagono regulares. Calcu-

larla razén entre sus dreas.




29) En un triangulo rectangulo los catetos son
entre si como 15:36. Calcular su area si la
hipotenusa mide 65 em.

Resp.: 19) 5 \/ 10 + 2 \/°5;
20) s = 5 \/ 10 4+ 2N/5;

20D;  22)C;  23)E;  24) A
= . Ui ol .
26) p=2rnsen = A 2m‘z-scn =~
Z A bt cot = ;
4 n
28) Ais: A = 1,038;  29)750 cm®.

349. TESTS
1) Enla figura 1, el didmetro de la circunferen-
ia mayor mide 12 em y se le divide en par-

t-s que son entre st como 1 : 2 : 3. La parte

2) En la figura 1 el diametro de la circunfe-
reneia mayor esta dividido en la razon de
1:2:3. Marque la alternativa correcta:

A)al sumar el perimetro de las tres circun-
ferencias menores se obtiene el de la
mayor y la suma de las areas es 1/3 del
circulo mayor

B) los perimetros de las cuatro © son entre
sicome 1 :2 :3: 6 ysusareas también

C)las areas de las cuatro @ son como
1:4:9:36 y el perimetro de la mayor
es igual a la suma de las tres menores

D) la suma de las 4reas de las tres @ meno-

Tes eside 33 % % del mayor y la suma de -

los perimetros de las tres menores es
66 % % del de la @ mayor
E) todo lo anterior es falso.

3) En la figura 2 el diametro PQ se divide en
cuatro partes iguales y se dibujan las @

4)

5)

que tiene por diametro 1/4, 1/2 y las 3/4

partes del didmetro. La parte Yachurada®

comprendida entre la segunda y la tercera

@ mide:" '

A)lo mismo que la parte entre el primer y
segundo circulo

B) 0,757 ¢
€ =

4 2
D)—l—(’: r

E) ningun valor

anterior.

En la figura 2 se obtiene la siguiente alter-

nativa correcta:

A)la suma de los perimetros de las tres ©
menores equivale al de la mayor.

. B) los perimetros de las @ son entre si como

1:2:3:4
C) si al perimetro de la mayor se le resta la
suma de los perimetros de ‘las dos meno-
res, se obtiene la longitud de la tercera.
D)la suma de los perimetros de las tres me-
nores valen 6 r.

E) todo lo anterior es falso.

En la figura 3 el trazo PQ =a se divide en
cuatro partes iguales y se dibujan las © de
diametro 0,25a; 0,5a; 0,75a y a, respectiva-
mente, siendo todas tangentes en P. Desig-
nando por M, N, S y T las partes no comu-

nes se obtiene la alternativa

siguiente

correcta:

Fip. 3

AAM N =T

B) T -N-5

C) M:N:S:T =1:2:3:4
D) M NS o =il 3 5y
E) todo lo anterior es falso.
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6)

)

8)

9)

Enla figura 4 un cateto mide 6 cm y la hipo-
tenusa 10 cm. Se dibujan las semicircunfe-
rencias sobre los catetos y la hipotenusa en
el sentido indicado en la figura. La parte
vachurada® comprendida entre las tres

semicircunferencia mide:

A) 1257 cm? B) L1 cm?

C) 24 cm’ D) 48 cm®

E) ningin valor anterior.

En la figura 5 un trazo PQ se divide en tres
partes desiguales a, b y ¢, dibujandose la
semicircunferencia sobre cada uno de estos
trazos y sobre el trazo PQ en el sentido indi-
cado. La parte Pachurada® tiene un area
de:

A) 0125+ (& +1b° + )
B)r (@ +& — b
C) 025 (B —a° - &)

D) 0.25x(a +b)(b +¢)

E) ningiin valor anterior.

El perimetro de la parte »achurada¢ de la

figura 5 vale:
A) 05z (a +b +0¢)
B)wx(a +b+c)

- C)2r(a —b +¢)

Dir@+b-0o
E) falso todo lo anterior.

En la figura 6 se ha dibujado un tridngulo

equilatero de 6 cm de lado. Se unen los pun-

tos de tangencia V y M de la circunferencia

)236(

~ E) otro valor

inscrita. El 4rea »achurada¢ mide aproxi-
madamente: '

G

S T

A) 1.8em’ B) 7,37 cm®
) 5,19 cm2 D) 0,75v/ 3 cm’

E) ningun valor anterior.

10) Si el didmetro MIN =6 em, entonces la suma

de las partes Pachuradas® de la figura 7 es,
2 : :

"~ encm':
A) 3 B) 1.5 C) 6
D) 9 - E) otrovaler.

Fig.7

11) En Ia figura 7, MN =6 cm; entonces, la lon-

gitud de la linea quebrada MSRTQPVN es

c.encm:
.A) 8 " B) 6462
Q) 12V 2 D) 12

E) otro valor.

12) 51 en la figura 7, MN =6 cm, entonces la su-

ma del perimetro de las tres circunferencias

chicas es:
A) 3 B) 12x
C) 9r - D) igual a la circunfe-

rencia mayor




14) El area »achurada¢ en'la figura 8 mide:
(stendo Pat el radio de la circunferencia).
A) % 2
B) 2a°
C) 152
o
D) 35- V3

B

A) S =055 +8)
B) S, =1/3(5 +%)
15) En la figura 9 se ha dibujado una circunferen- C) S S5 =1 .3:0
cia y un angulo del centro AOB; entre los
: D) 8, : =1:3
lades de este dngulo se dibujanws arcos de ) 3 _(S‘ ol : .
radios 1/3 y 2/3 de OA con lo cual el sector E) ninguna de estas relac_lone.s €S correcta.
AOB queda dividido en tres partes S;, S, Resp.: 1) D; 2) C; 3) G; 4) B; 5) D; 6) G; 7) D;
y Ss. La relacion correcta entre estas partes 8) B; 9) A; 10) A; 11) B; 12) D; 13) D; 14) A:
es: : : : E 15)A.

350, EJERGICIOS DE TAREA (Variacionies sobre un mismo tema)

1) e 2)F 3)
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TAREA I
En todas las figuras anteriores se debe caleular el
area Yachurada‘ en funcion de la magnitud »a¢.

Estos ejercicios tienen por objeto darlos de »ta-
. rea¢ de a dos diferentes a alumnos distintos. De

este modo aprenderan a relacionar y caleular
aréas y, al mismo tiempo, tendrin oportunidad
de practicar la operatoria algebraica.

Uno de mis alumnos encontro los resultados
que se dan a continuacién y, ademas, me informo

que habia »algunos gque no pudo »sacar (resol-

ver). ;Esta de acuerdo con los resultados que él -
encontra? ;Es usted capaz de resolver los que fal-
tan?

Resp. 1)

1)0,25:a% (5 —1); 2) 0,25-a% (& —1);

10)a® - r=2V3)

Ngd B-F)k B0 5a (2-u;
7) 5 & w +6/3);
9) 4 (54 1);
1) 32" - @ - V3

13)a - (1 =3 +%);

6) ' 2 = 3);

8) 05 ;

12) 2>~ 2 = %

14)a’ - (2 +/3 —3); 15 a°- (/3 - I);
16)a’ < (4 —/3 — 5 =); .
22y 025-2°(4 —x); 23)05-a (4 —1x);

24) 0,52° (= —2); 25) 054" Gr — 2).

TAREA 1l
Calcular el perimetro de la parte »achuradat.

)239 (

i



351. CALCULO EXPERIMENTAL DE =
Este tema tiene por objeto darlo como Ptarea¢
~ para 'que los alumnos de Ensenanza Basica y
Media trabajen individualmente en sus casas,
practiquen la medicion de magnitudes diferentes,
no olviden la operatoria aritmetica, caleulen el
“eI'TOT gue se comete vy se discutan posteriormente
en grupo los resultados obtenidos.

Primermétodo:
1) Tomar una hoja de cuaderno (o de un papel
milimetrado) y cortar de ella una tira de mas o

menos 2 em de ancho.

2) Con esta tira de papel dar una vuelta a
una botella 0 a un tarre cilindrico y marcar la
longitud de una vuelta (Fig. 1).

Fig. 1

3) Medir la longitud de‘esta vuelta.

4) Con una regla (o con un vernier o »pie de
metro®) medir'el diametro de la botella o tarro.

5) Calcular las veces que este didmetro cabe
en la longitud de una vuelta. (Para esto basta
dividir las magnitudes correspondientes a la lon-
gitud de una vuelta por la longitud del didmetro.)

6) Aprovechar ¢l resultado obtenido para

caleular el % de error cometido considerando

como verdadero el valorr = 3,14.

Segundo método:
1) Dibujar en el cuaderno una circunferencia de
unos 8 Pcuadraditost de diametro.

2) Calcular Iapmximédamente el drea A del
circulo correspondiente »cuadriculando¢ la figu-
ra 2. Para esto se considera como unidad de area
la correspondiente 2 Pun cuadradito® (ver N°
- 274).
)240(

Fig. 2

3) Medir el radio del circulo.
4) Como el 4rea del circulo es: A = 7 7, se

obtiene de aqui:

5) Se sustituyen en la formula anterior los
valores encontrados que llevaran al valor der.

6) Para calcular el % de error cometido se

considera el valorr = 3;14.

Ejemplo: En el circulo adjunto hay 32 »cuadra-

_ ditos enteros®; con los saldos de »cuadraditos®

se completan aproximadamente 174 mas. Con

.esto, el total de.cuadraditos es 49 4.

Como un cuadradito mide, en este dibujo,
0,5 cmde lado, su areaesde 0.25 om’.

Por lo tanto, el area de este circulo es:

0,25 cm’® -49.4 = 12,35 cm’,

Por otra parte, el radio de este circulo es
05em-4 =2,0em.

2 ;
4 _15an 5 0875(=)309

Luegor =_F T o
El error absoluto cometido en esta determi-
naciones: Eq, = 3,09 — 314 = — 0,05.

. El % de error cometido es:

2

%E =%‘-’3-1bo —159%

Tercer método: Consiste en determinar el area
del circulo A por Ppesada®. Para esto se recorta
un circulo dibujado sobre una cartulina o cartén
o plastico y se pesa en una balanza. En seguida,
del mismo material ¢legido se recorta un cuadra-

.do de lado conocido (no es necesario que sea de

lado | cm) o un rectangulo de lados conocidos



- circulo:

peso del circulo
peso fig. elegida

rea del irculo |
“area figura elegida

or ¢j., 3 cm X 4 cm) y se pesa. Como se conoce
el area de la figura elegida, se establece Ia siguien- oenhad "
L gumclegida, soestablen guien- bl
- te relacion que permite determinar el area del i —

; 'dg: &_o'nde-: =

: M ét_;ea ﬁg.-elegida
peso ﬁg-._._c]e_glda Sy

A continuacion se mide con una regla el ra-
dio del circulo y se sustituyen los valores encon-
trados anéioga'mtnté como en ¢l caso anterior.
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33 UNIDAD

Cilculo de los lados de los ploligonos regulares inscritos y circunscritos en funcién del radio

de la circunferencia. Célculo de apotemas y dreas de estos poligonos. Seccién durea o divina.

352. En el calculo usaremos las siguientes abre-

Viaclones:

n = .nimero de lados del poligono regular.

ly © = lado del poligono regular inscrito de n la-
dos; ej.;

faailsiﬁnis ---l{l!

bx = lado del poligeno regular inscrito de doble
numero de lados que el anterior. A los

ejemplos anteriores corresponden;

b

p= = apotema del poligono inscrito (Es la L
desde el centro de la © al lado del poligo-
no inscrito; cae en el punto medio del la-
do); OM =p, es también la altura del
A fundamental ABO del poligono, regu-

~ la(Fig. 1). '

Fig. 1
L, = lado del poligono circunscrito de n lados
= CD. Ej.:
La,Le, Ls, - .. L
Pa ~ perimetro del poligono regular inscrito de

n lados. Ej.: ps = perimetro del exagono

inscrito. :

pi1z = perimetro del dodecagono inserito.
P, = perimetro del poligono regular circunscri-

to de n lados.

Ej.:
Piy = perimetro del decagono regular circuns-
©crito.
3, = area del poligono regular inscrito de n la-
dos. Ej.:

a; = area del exdgono regular inscrito.

) 242(

A, = area del poligono regular circunserito de
n lados.

Ej.:

As = area del poligono regular circunscrito de

. B lados (octogono).

Fig 2

Si AB = L, resulta (Fig. 2)
OM =, AT =TB =4,;CD =1L,
Siendon € IN,, estudiaremos:

~a) la serie del tridangulo representada por 3-2"
(por ejemplo: &, &, ha,...)

b) la serie del cuadrado representada por 4-2°
(por ejemplo: &, b, he, . - .)

¢) La serie del pentigono representada por
5-2" (por ejemplo: Is, ko, o, . ..)

J53. Calcular el lado del cuadrado inscrito en
funcion del radio r de la © circunscrita. Abrevia-
damente se escribira: Calcular:

L =1(n)
Construccion: Se trazan dos diametros per-
pendiculares y se unen sus extremos. El A fun-/

damental AOB del cuadrado es A rectangulo
isosceles. Luego resulta: AB = 4 (Fig. 3).

Fig. 3




Cadlculo de l;: Basta con aplicar el teorema
de Pitagoras al A fundamental ABO:

AB' = OA’ + OB
(LY =2 +2

Ly =27

a) : f.| =I'ﬁ

Conocido el lado 4 es facil calcular los otros
elementos del poligeno:

Pl- =4 = 41'\/_2

pi = OM = 5 V/ 2 porque el A BMO es
1sosceles rectangulo y por lo tanto

BM =MO =1 4 =£v/2
- ac = () =27

354, Calcular Ly = [(r) (lade del cuadrado cir-

CUNSCTito).

Construcaion: Se trazan dos diametros L y

las tangentes en sus extremos. Resulta CD =L,

(Fig. 4).

Calculo: Como CD'=AE =2r, se obtiene:

a)' Ly =2r

Ademas, P, =8r; A, =(L‘)‘ i

Problema 1): :En qué razon estan las areas del

cuadrado inscrito y circunscrito a la misma ©?

_{a;=2_;3‘
LA =4

e
4 2

o

Problema 2): En una © de radio a se inscribe y

~ circunscribe un cuadrado. ;Cuanto vale el drea

comprendida por los dos ;;oligonos?

A..=4az
= { 4 7a
A, —a, =22

Problema 3): En una © se inscribe un cuadrado
cuyo lado mide 10 ¢cm. ;Cudnto mide el radio de

la @ circunscrita y el de la inscrita al cuadrado?

L, = ibem ; s
h =1\ 2 m'=7\/_2=?=3cm'
2 =10
r =I—E.=3\/§
i

355. Caleular s =f(r) (lado del exagono inscrito).

Construcaign: A partir de un punto A de Ia
@ se aplica el radio como cuerda. El A funda-
mental ABO del exagono es A equilatero, o sea
a = 60% Luego AB = [ ¥ como AB = OA = r;
resulta (Fig. 5): / :

a)ffs =

Para calcular ps = OM se aplica el corola-
rio de Pitagoras al A AMO:

OM' -OA" -AM® =¢* —( 3/ =P- L =3
luego: ps =/ —3‘% = ?r v/ 3.0sea:
b) | s =5V3

Para calcular el area as del exagono se mul-

tiplica por 6 el drea del A fundamental ABO.

I.'I':",.'Ip,l
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356. Caleular Lg = f(r) :
Construccién: Se dibuja el A fundamental

ABO del exigono inscrito; se traza su apotema

OM = ps y se la prolonga hasta cortar la © en.

T. En T se traza la tangente (o//AB) y se limita
con las prolongaciones de los radios OA — Ay
OB—B. Resulta CD =L (Fig. 6).

- Fig. 6

Calculo de Lg: Com-‘.}_ A CDO~ A ABO

resulta que:

—%—%.: g% : reemplazando estas cantidades
por sus valores, se obtiene sucesivamente: :

I e o

r % V3

Lo == . (Se amplifica por \/_3

N para racionalizar el de-:
nominador)
a) | Le = %- r/3

Ademas: Ps =6 -Lg = 4r\/3
A s6ACDO=2 22 o5 Ty

b) As =2r”~f§

Problema 1): ;En qué razon se encuentran
Jas areas del exdgono inscrito y circunscrito a la
misma @ ?
a =5 ir \/_
Ae =20 N3
% V3

i
As 283 4

Problema 2): A una © de radio a se inscri-

~ be y circunscribe un exagono regular. Calcular

el area comprendida entre ambos.

at\/ 3
o
A — a5 =22°/3 — > /3
432\/‘3--33_2_@
LYo :
V3

2

B &
i
l\.}l".a-l s

Ao =2 =

Ag —ag =

Problema 3): El area comprendida entre el
exagono inscrito y circunscrito a una ‘© mide
60 cm. ;Cuanto mide el radio dela © 2

R e wrs B
luego:

= 2.3 =60
l=1202120\/— 40/3

N3 3
r _='\/40\/T = 2/10v/3 =¥/300

b

357. Galcular &b = f(r).

Construccion: A partir de un punto A de la
© se aplica el radio como cuerda y se une un pun-
to por medio. Resulta el ¥ AOB =60" +60° =
=120°. 5
Luego:

AB = (Fig. 7).

Fig. 7

Célculo: el cuadrilitero ATBO es un rombo

- de lado r; como sus diagonales se dimidian, se
obtiene que: =

r
a) pa Sy

Ademas, segun Tecorema de Thales, el

A ABD es rectangulo; y por lo tanto aplicando

el Teorema de Pitagoras se¢ obtiene:’ '
AB’ = AD? - B
(BY =@ — ¢

- I

.

Rl ol
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b) ' L =r\/3

Ademds, ps =3 -4 =3r\/3

: Fi
AB-CM  /3-2
Ll e T

o) |a =223

348, Calcular Ly = f(r)

Construccion: Se dibuja primero el A ins-
crito; se traza ps =OM vy se prolonga hasta el
punto de tangencia T; la tangente se limita con
las prolongaciones de los radios OA — A y
OB —B. Resulta €D =Ls.

Céleulo:

A EDO ~ AABO

| >
L =2r\/3

Ademas, Ps =3 -1y = 6ry/3

_ @GD-ET  2:y/3 %
dis e aey

b) | A =3°8V/3

Problema 1): A una misma © se inscribe v

circunscribe un A equilatero ¢En que razén se
‘encuentran sus areas?

_irz\/i
33

Aa

o
]

If

i
T 3

= Vi
A

A este mismo resultado se llega comparando
las dreas de estos A, que son semejantes con los
cuadrados de dos lados homologos; como los lados
AB y CD son entre si como 1:2, las areas de los
A 'seran entre si como 1:4 (Segiin N® 343-b )

‘Problema 2): A una misma ® se inscribe
y circunscribe un A equilatero de modo que ¢l
area comprendida entre ambos sea 81 cm’.
¢Cuanto mide ¢l radio de la ©?
As =3°/3
T =
dy == ah l‘z\/i

R 3 12873 - 32+\/3
A by =323 223 WO V5

13 MY _-8;]_.1=3_6=36'\/§ = 12\/3

r_;\/lz\/_3=2\/3\/§=2.\/\/T=2\7ﬁcm

359, Caleular he = ().

' Construccion: Primeramente se dibuja el
exagono y en seguida se prolonga ps hasta de-
terminar T, o bien se traza la bisectriz del« angulo

del centro AOB que dimidiara al arco AB yala
cuerda AB =[;.

Resulta: AT =TB =/

Fig. 9
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Céicu!c;: se aplica el teorema de Pitagoras
al & ATM:

AT =AM’ + MT"
(he) =(7r)z +(r _%ﬂ)z
{{12)2 —];;+r2—|‘2\/ﬁ§+3—f—

) = P +af -44:’\{'3 + 3¢

(he)? 4t 2 —\/3)
5 ]

.. _a) '.flg — l‘v 2 —\/g

Otro calculo de fs: se aplica el teorema
- general de Pitagoras al tridngulo ATO (Fig. 9):

AT¢ - OA' +OT° - 2.0T-OM

(he) =¢ +7 =2-r- 53

(b)Y =2¢ — 23

[1_2 =.I‘\/ 2 —;;3

; _ _ Fig. 10
= A——M —8

Sea ahora AB =/, y, por lo tanto OM =p1;;
para calcular py; se aplica el corol. de Pitago-
rasal A AMO:

OM* = OA* - AM®

- (5"

@i =t (= t'ﬂi

Ga)

I

2 =83

(p'm)z = _5_&4_\/-.)
i 4." —2F +PV3
L _"'_'_"""_'4. =

NV

=2V2+V3

Podemos con este valor calcular el area del
dodecagono regular inscrito; en efecto:

ST : :
ﬂlz"'—;_p:'=6-r\/2-—\/_--2|:—\/2+\/_3
T Ui

luego: «¢) ay = 3¢

369. Calcular Lz = f(r)
Construccion: Se construye primero el dode-
cagono regular inscrito: sea '

;\_B = fu ==K 2 \/3
y por lo tanto

O_M = pi12 =—21:‘\f 2+J_3

La tangente en T y las prolongaciones de
OA—A y OB— B determinan CD = Li,.

Fig. 11

Calculo:
A CDO ~ A ABO

- %"' = ‘5’% (en virtud del N° 304-1°)

L.z

r
2 -ﬁ 2 -5-:72 +/3

L 22/2 —\/3
12 = T —
v 2 +;,_" 3

2 -V3)

(se racionaliza amplificando por

2r(n/2 —W/ 3

L =
2 e VD)

Ba) Ly =202 =x/[3)

Ademas, Piy = 12L1p = 24r- (2~ VEaE
An = 2LE 6502, /B)r <1272 —\/3)




361. Caleularly = f(r)
Construccion; Se construye €l cuadrado de

modo que
AB =4 =12, OM = p, =—5~\/§
Prolongando OM — M, o trazando la bi-

sectriz del & AOB se determina AT =TB =/
(Fig. 12).

Fig. 12

Calculo- Se puede caleular de varias mane-
ras: '

1°. Aplicando el Teorema particular de
Pitagoras al A ATM: :

AT - AM® + MT*
G = (220 G -

haciendo los cilculos se obtiene:
a) | lg = P P V2

2°. Aplicando el 1 Teorema de Euclides

A TCA:

AT =TC-TM

() =2r-(r — 5 \/2); finalmente da:
WF =2¢ — V2 =F2@ -V
h=r/2-2 ’

3°. Aplicando el T;‘:'orema General de Pita-

gorasal A ATO:

AT - OA' +OT - 2-TO -OM

b =2 +2 —2-t-7 V2

() =2 — /2

b = rm

Siguiendo el mismo camino que para calcu-

lar p;z y a;2 se encuentra:

08 =5 V2 +/2 y a =282

362. Calculo de p, en funcién de L yder o
sea:
pn = f(h,1).

Sea AB el lada de un poligono regular ins-
crito cualquiera de n lados; o sea AB =/, y en
consecuencia OM =g, .

Fig. 13

Aplicando el corolario de Pitigoras al
A AMO), se obtiene (Fig. 13): '

OM’ = OA' - AM*
(o =7 () = - Up ol

e T

si en la cantidad subradical se saca factor comin
? , resulta:

Da =—é— VA - (4 —%); hiabrente:
L

Con esta formula podemos caleular rapida-
mente, sin hacer la figura geométrica, el valor de
cualquier apotema del poligono regular inscrito
conocido el lado del poligono y el radio:

363. Calcular ps - (Conocido s = rv/2 —\/2)
Primeramente se calcula:
e DAy
e e (N
2
088 54 -2 -v2)
=52 +\2
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364. Calcular el lado 4, del poligono de 2n la-
dos conocido el lado /, del poligono de n lados y
el radio r. Es decir, calcular

fz,. = f(r!,,_, ]")

Siendo AB = /, resulta

OM =5 = nd (0

¥ ﬁ =iy C

Fig. 14

a) Se puede calcular por el 1" Teorema de
Euclides aplicandolo al A TCA:

AT: = TC-T™M
uzn)? =2r '.(I‘ =T .ﬂu)
(a). = 2% —2r - p,

() =20 —2r-5 /4 — (22}

r

) =72 =4 —(2))

finalmente: | by = r\/Z ST - (’_r'_‘f

b) Se llega al mismo resultado aplicando el
Teorema General de Pitagorasal A ATO:

AT’ = AQ" + TO? - 2-TO -OM
o A RO
el 22 —Aa oy

el =2 —/4 —(BF)

125."1'\/2— )2 '-

Con la. ayuda de esta formula podemos cal-

cular, sin hacer la figura geométrica,- el lado 43
_conomdo I@ el lado § conocido l; ke conoci-

do ls; en gcncral el lado b, en funcionde [, .

365. Calcular s (conocido [y = rv/ 2) :
hia
ls =r\/2 =v 4 ()

o iy
bo=rV2—-/4=-2
/2 —\f2

I

© 366. Calcular /s (conocide ls=r\/ 2 — v/ 2)

o2 e _

’w=r\/— 4—6@?
he =r/2 -V4-@-VD

e

Analogamente se encontrara que:

{32 = i"\/2 == 2 +:; 2 +;; i;etc.

367. Calcular: 112- = f(ts)
he = r\/2 —\/'4 - (%}a,peroie =r
1}2 = r\/Z = \/'4 ;

..312‘;1' Z—ﬁ

368. Caleular by = flli2)

e g

perohs =/ 2 —\/ 3

e = r\/ ~V4 —_(ri"zf“ﬁ)ﬂ

-t e D

bi=v)2 NN

analogamente se calcula /ys, después lyg; ete.

A.L&



369. Calcular £, conocido b,
Para encontrar la formula que exprese [,

en funcién de I, basta con despejar /, de la *

formula:

s e

Con respecto a [, es una ecuacion irracio-

nal y por eso se debe elevar al cuadrado ambos

miembros. Se obtiene sucesivamente:
] fl
(k) =7 2 =/ 4 — ()]

G g

se aisla la raiz y se vuelve a elevar al cuadrade:

v4—( s

al cuadrado ambos miembros:

o —2¢ =

T
()t — 42 - (la)® + 41 =41 — 2. (L)

) — 4% - () +4 =1

se aisla en ¢l primer miembro el termino conla in-
cognita: :
?ol) =40 ) — B )P
; Ies)!
WP =4y = 5

(1».)2 = ({2")?2 =% [4 i (% )2}

= by A ()

Con ayuda de esta formula se puede calcu-

lhego: : a) L,

lar /5 conocido fs; 5 conocido hp; 4 conocido

ls; en general, [, conocido by,

370. Calcular iy = [(ls)

e —
b=l 4 —();perols =r

Lk =r 4_(-:)2

Il
o

371. Caleular s = f(lio) silip = % (/5 —1)

hy

b =ho /4 —(T}z

&

. \A (7(\/_‘3—1))

s =7*(-\/f__1).\/4__5;245&1_

6 —6+2+/5

4

(\/—57—1) /10+2f

se introduce (v/'5 —1) como factor del subradical:

b =-£—(\/_5—1)

s

r (\/?'—1)2<(1Ll+-2_\,/_5
i

\/R =2/35) (10 +2/5)
\ q

f5=%

q, V/m 205 +12+/5 20
15 = T \ 3

40 —By/5

L
T 4

;.a) 35'=§\/10—2\/§ ‘

372. SECCION AUREA O DIVINA :
Dividir un trazo en seccion aurea (o en media y
extrema razon) es dividirlo en dos segmentos de
modo que el segmento mayor sea- media propor-
cional geométrica entre el trazo entero y el seg-
mento menor. -
Es decir, el punto X debe dividir al trazo AB
de modo que (Fig. 15):
AB _ AX
AN — BX
Fig. 15

Solucion:

- 1) Se traza la L en uno de los extremos del

traze de modo que esta L seaigual a la mitad del

trazo; porej.: (Fig. 16)
BO = 5 -AB
2) Se dibuja la circunferencia (O, OB)..
_ 3) Se une A con Q; sc prolonga mas alla
de O. -

)29 (




Fig. 16

1

1

|

1

|

)

I

_ 1 ]
A X B8
+ 4) Con centro en A y radio AC se corta el
trazo dado; se determina el punto X que debe

cumplir con la tesis:

AB _ AX
AX T BX

Demostracién: Se aplica el teorema de la

tangente y la secante:

AD _ AB . = o
S = AT descomponiendo se obtlene_.

AD —AB _ AB - AC
AR = AC

pero como AB =CD y AC =AX, resulta:

AD —-AB =AC,yAB -AC =

X.
Luego: %% = % y finalmente; % - %

373. Construir y calcular el lado del decago-
no inscrito, o sea, calcular fi; = f(r)

1™ Solucion: Basta dividir el radio en sec-
" _cibén aurea; el segmento mayor es el lado kg, o
sea OX = bo. (Fig. 17).

Fig. 17

Se aplica OX como cuerda de modo que
AB =0OX.

Para que AB sea [, debemos demostrar
que

a =36 (32 - 3¢6).
“En efecto:

A ABO ~ A XAB (tienen 2 lados proporcio-

)250(

nales y el X en A comprendido por ellos, igual);
por construccion Se tiene:

AO:OX = OX :AX, pero OX = AB.

luego: :

AO:AB = AB : AX
Ademas, por ser el A ABO isosceles, también
lo es su A semejante XAB, o sea BX = AB; de
donde resulta que el A BOX también es isosce-
les. :

Por otra parte el X AXB es % ext. del vér-
tice del A BOX y por lo tanto X AXB =2 ¢ =
=% XAB, como asimismo el x ABO = 2 «, por
serx XAB =x ABO. '

Sumando los 3 % interiores del A ABO,

resulta:
2a +2a +a = 180dedondea = 36°;

Luego: AB =1,

374. Calculo de {o:

» X & * g : -
Se obtiene de la proporcion de la seccion

aurea del radie: AO:OX =0X:AX; reemplazan-
do estos trazos por sus valores resulta:

| e lw = Iw 2 (l' Xn ilo);

como la incognita es /4, se ordena la ecuacion

respecto a ella:
(ho) =1* —rho

(l':n)! +r-h —I‘2 =

bo =—jr:|:\;"[—2r~)’+r2
ho = =gy —

e = —Tr:t\/‘é,‘—
fm =_TI':‘:TI‘

VoS
f;u =___rf+7r\/—5
V)

(no es solucion geomeétrica)

=;_2€'(\/?_” 1)

luego: ho




375. 2 Solucton: Otra construccion y caleulo
de ho y &5 (Construccion de Claudio Ptolomeo,
siglo ).

Se traza OC L AB; se dimidia el radio OB de

modo que
OM =MB = &

Con centro en M y radio MC se determina X. Se
obtiene que (Fig. 18):

W =[1oyﬁ =.{u

Fig. 18

Dem.: El Teorema de Pitagoras al A OMC
se obtiene:

CM® = OM* + OC
EMP=(IF bl al o
luegﬁ

EM =55 =MX

por lo tanto:
OX =MX - MO
OX =5vV5 -5 =5(/5-1)

que es el valor de fo. Luego OX =/
Para demostrar que CX =/ se aplica el
Teorema de Pitagoras al A XOC:

CX! = (ho) + (&)

OX - [£/5 P + ¢
(6 -2/5) + =8

CX* = L (10 —2\/5)

CX =54/10-21/5, luego:CX =4

376. EJERCICIOS

1) Calcular un cateto de un A rectangulo si

la hipotenusa es ks y el otro cateto es ho

X = (&) = (ho)s
basta mirar el dibujo anterior para llegar a
que:

X =r osea x =r =/,

.2) En una @ se dibuja un % del centro

. AOB =90°; a partir de A se aplica el radio.
como cuerda. (Fig: 19).
Demostrar que la cuerda CB es /;,.

=
\.‘\

Fig. 19
. i
Solucién: Para que BC =/, el % « debe
medir:
360
=30
En efecto:
(% AOB = 90°
2 AO0C = 60° _
X oa =30 luego: CB = L

3) A partir de un punto A de una © se aplica
como cuerda [y =AB y Lo =AC. Demos-
trar que la cuerda CB es el lado del pentade-
cagonos regular = 4 (Fig. 20).

Para que CB =5 debe verificarse que:

. %X AOB = 60°

Dem.: AB =
SAC = Ly T A AL =367
luego: x COB = 60" — 36° = o = 24°
yporlotanto BC = 4 :
' )251




4) Caleulo de hy: se traza BD perpendicular.

a la prolongacion de AC — C (Fig. 21).
Como a =24" y el A CBO es isosceles re-
sulta: g =78°. Andlogamente en el A
ACOelx 5 =72°.

De estos dos valores resulta:

v = 180° — (3 + 5) =30°

Lqego, enel A CDB el % ¢ =60°, de-don-

de €D es la altura de un A equilatero de

lado BC =45
Designando BD =a; BC =/4; —x resulta
h =33

Aplicando el corolario de Pitigoras al
& BCD y al A BAD, se obtiene respec-
tivamente:

P 2 2

a ==l

a = — (hg +h

£ — b =& — [(ho) +2h-hy +1]

¥ —h' = = (ho) —2h-ho — N
X =1 — (he) —2h ko
£ (/T - 1)
B =53
-
—xV/3 (/51
Al reducir y ordenar esta ecuacion se obtiene:

e 22— 2
£ 45 (V5B x +— LY :-_ﬁ=o

ho =
pero

e — —Tr(\/l —ﬁi

A3 3 .
+ \_/%(15 ey

_ )2_52(

x = — 2 (VI5 /3 =+
= 18 — 6%y 5 — BF +8i’\-'5-
: if 16 :

o 104 + 275
x= -7 (/15 3+ ——-—ﬁ—‘/—:

X ==L (NT5 =Bk E 10 $O0/5
dedondc; ‘ - .
hs =4V 10 +23/5 +1/3 —\/15)

Observacién: Al mismo resultado s llega
al aplicar directamente el Teorema Gene-
ral de Pitagoras al A ACB.

5) A partir del punto A de una @ se aplica
ls=AB y L, =AC. (El lado de qué po-
ligono es Eﬁ?_(Fig, 2R

Fig. 22

Si XB-:fs, el ¥ AOB = 450 ¥ si

AC =l;, el ¥ COA =23 = 30° luego el

%COB = 45° -30 = 15° Pem:%‘g= 24 ve-

ces.
luego CB = b,

6) Demostrar que ¢l drea del pentagono re-
gular inscrito en una circunferencia de ra-

dio r es:

s —= P10 22 /5

oof

377. Calcular el lade L, del -poligplno regu-
lar circunsecrité de n lados conociendo el lado /,
del poligone inscrito del mismo nimero de lados.
Es decir, calcular L, =f(/,, r).

- Sea AB =I,; para dibujar el lado L, bas-

‘ta con prolongar p, hasta T y en T se traza la.

tangente, que se limita con OA —AyOB—B.



Fig. 23

Resulta: CD = L,
Como A ABO ~ A CDO se obtiene:

—CK% = %i} H reerﬁplaza‘ndo por sus valores:
L, o« :
=
£, ! o
L, = o » BETO on ——= 4—(.?)
(ver N 362)
r-f
Ln = r fﬂ
v AT
2.4
a) | L, =

Vi -y

- Con esta formula se puede calcular alge-
braicamente: Lg, Ly, ls, Lg, Lys ... L., cono-
cido 1'3,-£4, Jﬁ,'fs,_ f]z,_. Bl 7 reSpectivamcntc.

378 Caleular Ly = f(/,)

| it pero ——jrﬂ
5 4 _(_:)g
~ 2op D
L
| x
4 _{.—._;._ )2 3
22 '
jo Iy =2
A A2

valor que ya habiamos calculado geométrica-
mente, segiun N° 354 !

379. Caleular Ly — £ (ls)

=15 = ea ;perols =r

x/4—{$)“

2E > :
LG 1
L
)
1
= i e
-Lﬁ ﬁ 1

se racionaliza el denominador amplificando por
v/ 3, resultando:

'2‘"‘3/3 TS (e NC 356

Le = +

380. Calcular Ls = f(/s)

25k =
Ly = e sPeroty = ry/ 2 —+ 2

4 — ()

I

Ly 22 7
S T

se amplifica por v/ 2 + v/ 2 (puede también .

¥

amplificarse pory/ 2 —\/ 2) =

I - e e e
e k.

2ry/4 -2
2 +/2

L!!:

e = i ; se atﬂpliﬁta por2 — \/_f
21vz .

e 20/2@ /D) .2-r\'/2__(2 ~\/2)
= = Z

g7

= 2'1"\/5 —2r

Le =2r-(v/2-1)

Finalmente: a)

) 253



et b el s T L T RN

387, Calcular Lys = [(4y2)

3%}, -
Lz = ——I-!——-;perofm-—r 2—\/_3

I

4—(—2F

2ry/ 2 —;.-_’i !

L=
)

L =. 2ry/ 2 -3
, V-2 -3

. .
Li; = v N ; seamplifican/ 2 — /3

V23

w2 37 w2 -3

L s =
e e o Vi-3

luego:a) | Liz =2r-(2 —+/3)

382. Demostrar que: Ly = TI‘TEI:—

Solucion:
. W2 200 Py
W2+2t R +VD
.se amplifica por(_2 —ﬁ)
Iy = 2—'@37—__“/?’=2r\/2~2r =
2r(a/2 - 1)

. 5 f,. ]
En general, se verifica que: L, = {_'+_l‘;.:

@Calcular Le =1(6)

24 .
Le =————— :perols ==V 10 =2,/5
f4 : L 3
_(_) =
r
2510 -2/5
\/4 (r'\f 10 — 2/5

2r

10 — 23/ 5

L =2
e s e

L tn/ 10 —2+/5 5

/1&—10+2\/§
- V-

Ly =

o

i

r 10 —20/5
_:Iz_\/é +2/5

se amplificapor2+/ 6 —2+/5

2ry/ (10 — 2./5)(6 — 2./5)

]-‘G=
: V6 - 2/5)
S B0 —32./5
Le S e
80 — 32./5 =
Ls =2r T

L oots s

384. Caleculode Ly = [(4q)
L] : 2 '1 -
Lo = — perohy = Tf(\/_s =1

V- &P

2.7 /E-1) r(V/5-1)

Lo = - =
/4_{1&/?—1)] f_8-2V3
2r 4
1

r(x/5-1)

/16 —6 + 25

3
=
M——)_ ; se amplifica por
%. V10 + 24/ 5

28/ 10 -2+/5
(también puede amplificarse por 24/ 10 +2 V. 5)
2605 = D10 —-23/5

+/ 100 — 20

Lo =

Lig =

se introduce ( v/5 — 1) como factor de la canti-
dad sub-radical.

20/ (V- 1F 10 -2/5)

[

18 e

2106 = 2351 (10 205)

4/ 5

e r/60 —201/5 —12y/5+20

o 25 i

= ry/ 80 —32\/3_
2+/5

Fopas r———w ; se amplifica pory/ 5



et /G255 2/Bo10v/5
0 =

10 i 5

= % r/25 — 108/ 5

385. OBSERVACION
Por Trigonometria resulta facil calcular el la-
do de los poligonos aplicando el Teorema del
coseno (Teorema General de Pitagoras).
Desarrollaremos

algunos ejemplos por

este camino,
1) Para el dodecigono se obtiene: (Fig. 24)
(ha) =7 +7% — 27 - cos 30°
UaP 2 2.1 /3

23

de dOﬂdCI 112 =T

Fig. 24

2) Para el octogono se obtiene:
(W) =7 +72 — 27 -cos45° .
W) =2F -2 -1 \/2

de donde: ; = r\/m

3) Sabiendo que cos 15° ='~_%—\/2 R

calcular ;.

4) Sabiendo que cos 22°,5 =~£-\/ 242

calcular fqe.

5) Sabiendo que cos 18° =0,95 calcular

fzo .

'386. EJERCICIOS
1) En un cuadrado de lado »at se trazan arcos
de centro en cada vértice y radio »a« (Fig. 1).
Demostrar que: EF =I5
(Indicacion: demostrar que 2 EBF =30%).

Dcmostf:-ir que: () =) +(ho)

() = ) + (L)

) = @) — (W)

(Y =5 [ + 1))

Idem.:pu =—_2r—\/ 2 + 3/ 2 +;: 2
SN B F23/5

= (/541D

Cilculo del lado 4 del pentigono es-
trellado (Fig. 2).

Idem.:

Idem::
Idem.:
Idcrn.: P =

Idem.: pg

“Fig. 2

Sea AB =152-yﬁ:f10

- Aplicando el Corolario del Teorema de

Pitagoras al A ABC, se tiene:
AB' =AC® -BC

AC =2r

BC = 7-(V/5-1)

Al sustituir estos valores y efectuar las

pero:

operaciones. correspondientes, se obtiene

finalmente:

B3 Vg
Esta expresion da la longitud del lado
de la estrella de nuestra baﬁdcra que, apro- '
ximadamente, puede tomarse el valor 1,9-r.

) 255¢(



34 UNIDAD

Cﬂc_n_l_o de ». Método de Arquimedes o de los isoperimetros. Rectificacion de la circunfe-

rencia. Cuadratura del circulo.

387. Ya vimos que el nimero x es la razon
constante que existe entre la longitud de la ©
y su diametro. Es decir:

a) %=w i

siendo C el perimetro o longitud de la © y d el
diametro. Pero d =2r; por le tanto: g;——-r, de

donde se obtiene:

b) |G =2xr

Si Se toma porr = —;—; (por ej.: —;— cm; —é m; —;— Km,
" elcétera), resulta; 3

c) C=x

Luego: x equivale numéricamente a la
longitud de la © cuyo radio mide % Bastara,
entonces, calcular la longitud de esta © para
‘obtener el valor der.

Esto se consigue por el Método de isoperi-
metros o Método de Arguimedes, que consiste

~en calcular el perimetro de poligonos regula-

I
= y -‘2_‘

Al ir duplicando ¢l N° de lados, el perimetro

res inscritos y circunscritos en una @ de r =

del inscrito va aumentando y el del circunscrito,
disminuyendo, tendiendo ambos perimetros a
un limite comin que es la ©. Los dos coincidi-
ran con la © cuando el namero de lados sea infi-

nitamente grande. De ahi que también se diga’

que la © se puede considerar como un poligono
regular cuyo numero de lados es infinitamente
gi‘é-nde.

Ahora, calculemos el perimetro de los
poligonos inseritos’ y circunscritos de 3, 6, 12,

24, ectc. lados aprovechando las formulas del |

capitulo anterior, pero siendor — —% !
1) Sea ABC el A equilatero inscrito o
~ sea AB =I5 =r+/ 3 luego (Fig. 1):
B = 35 — 3r/3 = 33173205 ...

256

F Eeiaion ot 6

= 2,598075- = it everda AB=aro
ATH luego: a) py <O es decir, la longitud C

- de la © es mayor que 2,598075.

' 2) Veamos que sucede con el A circuns-
crito FGH en el cual FG =Lg =2rv/3; su pe-
rimetro es: <
Py = 3L =6r/3 =65 1,73205...

... =5.19615
Por otra parte: IE +FT = I

IF +FT > arco m
luego: b) Py >0 o sea, la longitud C de l1a © es
menor que 5.196 15, -

De 2) y b) podemos decir que: :

2,598075 < x < 5,191615. Un valor mas aproxi-
mado seria el promedio de ps +Ps

4+ Py ) 598075 + 5,196 15
osea: = 5 e e 2+ = 3,8971125

3) Pasemos al hexagono inscrito ATBKCI
enelcual AT =l =1

Po —6:ls =6r=6-1-3
pero la cuerda AT +TB>AB. Luego Pe>P; o

sea el perimetro del poligono inscrito aumenta

al aumeritar el nimero de lados.

Ademas; cuerda AT <arco ﬁ, 0Sea: Pe <0,
lo que indica que a pesar de haber aumentado
el perimetro ps con relacién a p;, sigue
siendo menor que la longitud de la @, es decir:

Or >3

4} Pasemos al héxégono circunserito DELUSR

‘enelcual DE = I; = %-I‘\/S




Pe = 6Ll = 6-%--1,73205... = 3,46410.. ;

este valor indica que el perimetro disminuyo6 de
valor al duplicarse el ndmero de lados.
EsdecirPs < Ps
. Ademas, ID +DE +ET > arco IAT, luego:
P > 0.
Este resultado indica que a pesar de haber

. disminuide ‘el perimetro del poligono circuns-

crito sigue siendo mayor que la © .
Esdecir: d) C < 346410.... ..
Dedonde: 3 < < 346410.. ... e

El promedio de ps + Ps es 5143410 =

5) Si volvemos a duplicar el namero de la-
dos obtendremos el dodecagono y se venfica
nuevamente qﬁe el perimetro del 1nserito vuelve
a aumentar y el del circunscrito a disminuir con
relacion al anterior.

Haciendo los clculos resulta:

e 12 — _]I?.. o2 /3 =

= 6-0,51763809

=6/ 2 — 1,732050807568 ... =
3,10582854.
12-Liz =12 2r-(2 =/ 3) =
12 - (2 —1,732050807568. . ) =
3,2153903088 :
pero: prz <C<Py;, 0sea 3,105 <y <3215

I

o
I

]

p: + Pio
2

Si se sigue duplicando cada vez se observa

El promedio (=)3,16

que el perimetro del poligono inscrito tien-
de a coincidir con el del circunserito y por lo’

tanto con la circunferencia.

n Pn P, Pr ;P“
3| 2,598075 | 5,19615 3,8971725

6] 3,000000 | 346410 3,23205
12 | 3,105828. | 3,215390 3.160609
24 | 3,132629 | 3,159660 | 3,146145
1536 | 3,1415905 | 3,1415971 | 3,1415938

Segin el cuadro adjunto para el poligono
de 1536 lados resulta p, =3,14159... y P, =
=3,14159: . . diferenciandose solo en los milloné-
simos. De aqui que el valor de x con 5 decimales
correctos'est =3,14159. En la practica se toman

los valores siguientes aproximados:

r =3,1416 = 2

Por este método Arquimedes obtuvo para & el

22
valor =

Como dato curioso anotaremos el siguiente
versoen €l cual cada palabra indica por su nimero
de letras las cifras'dex.

Que j’aime a faire apprendre

un nembre util aux sages

inmertal Archimede, antique ingenieur

on nous a fait connaitre le valeur.

Lo que. daxr =3,141 592643589792414826 . .

- El valor de » se calcula por otros metodos,

. : e
como desarrollos en serie, obteniéndose muchas
cifras decimales. Schanks calculé x con 707

decimales correctos.

388. RECTIFICACION DE LA
CIRCUNFERENCIA Y CUADRATURA
DEL CIRCULO

Son varios los problemas que han preocupado

a los matematicos desde la antigiiedad. Los grie-

gos trataron. de resolver geométricamente (con

regla y compas) varios problemas logrando éxi-
to en muchos de ellos como: la duplicacion de un
cuadrado dade (el cuadrado construido sobre su
diagonal es el doble del cuadrado dado); el pro-
blema de tangencia de Apolonio, la cuadratura
de las llamadas linulas de Hipocrates, el proble-
ma de la seccion de Apolonio, etc.; pero no pu-
dieron resolver otros problemas que hasta hoy
siguen sin selucion exacta sino sélo aproxima-
da. Por ejemplo: a) rectificacion de la circunfe-
rencia; b) cuadratura del circulo; ¢) duplicacién
del cubo; d) triseccién del angulo (éonocernos
la solucién para la triseccion del dngulo recto);
etcetera.

Veamos en qué consisten los dos primeros

problemas y sus soluciones aproximadas. -

Y257 (




389. RECTIFICACION DE LA
.CIRCUNFERENCIA

Consiste en encontrar un trazo cuya longitud sea

exactamente igual que la longitud de la circun-

ferencia.

En el afio 1900 el chileno Wicke (de Rengo)
dié a conocer una solucién bastante sencilla y
satisfactoria para este problema: Demostrd que
3/5 del perimetro del A rectingulo que tiene
por catetos el radio y el didmetro de la @ era
casi igual a la longitud de la semicircunferencia.
Es decir:

% p==r.
En efecto, sea ABC el A rectangulo cu-
yos catetos son AB =r y AC =2r; calculemos su hi-

potenusa BC aplicando el teorema de Pitagoras

(Fig. 2).
C

Fig. 2

A Er 8

BC - AB + AC |

BC' = 2 + (21 = 5 luego: BC =rv/5
El perimetro pde este A es (Fig: 2);
p=2r +r + N5

=3r + /5

r3 +v/5)

r(3 +2,23607) = 5,23607 - r

ol il e o
]

il

1
% 5 -
3 p =314163 ¢

Pl

El error absoluto es: 3.14163 — 3,14159 =
= 0,00004 y el error relativo es::

P =0,000012 = 0,0012%

~ que es bastante satisfactorio.

)ase(

Geométricamente la longitud del trazo

equivalente a la semicircunferencia se determi-

na sumando los 3 lados del A ABC para obte-
ner p =DE; los 3/5de DE = ﬁ?muivalc ala lon-
gitud de la mitad de la circunferencia (Fig. 3 ).

c s
Fig.3
8
E
D E
% >
~ A (3 -
-~ .
1\\ P 7 ~
f'\ 1/ -~
N //
3\'\ o
b -~
B

AB =r _

AD = AC =2r

BC = BE =ry/5
p = DE

F =2p(=)xr(media®)

390. A continuacion daré una solucién muy sen-
cilla y con una aproximacién bastante aceptable
(0,15%) para construcciones practicas.

Sabemos que en una circunferencia de ra-
dio »r¢ el lado del cuadrado inscrito en ella es
L =r\/2 y el lado del triangulo equilatero ins-
critoes [y =r-\/_3 (Fig. 4)..




il ""."'n—l“

Y v -

I+
aproximadamente a la semicircunferencia de
radio ¥r¢

En efecto:

o =r /2 =14142 ¢
L =r\/3 =17320-r
lo +15 =31462 -r(=)x-r

Demostraré _que equivale muy

El error absoluto es 0,0046-r y el % de

0,0046
error relativo esm—— = 0,15% que es bastan-

te aceptable para una solucién tan simple.

Para la construccion seguiremos este orden:

1°) se dibuja la circunferencia de radio
»ri (Fig. 4);

2°) se marcan los extremos de dos diame-
tros perpendiculares determinandose 4 = =AB;

3°) se aplica el radio dos veces como cuer-
da a partir de A determinandose AC =1s;

4°) se traza la tangente en A y se copia
2D -AC -,y AE-AB-4.

La suma de ellos da: DE(= )—;—@

(Esta solucion es atil en la construccion de
modelos en cartulina de cuerpos conicos o cilin-

dricos como se vera mas adelante N° 451).

391 CUADRATURA DEL CIRCULO
Ya hemos dicho que este problema consiste en
determinar el lado de un cuadrado cuya area sca
exactamente igual al 4rea de un circulo.

Designando por »x¢ el lado del cuadrado y
por »r¢ ‘el radio del circulo, debe verificarse
que (Fig. 5):

J(2 =T I‘2

También, por ser r un ndmero inconmensu-

rable, existen sélo soluciones aproximadas. Una

de ellas es la siguiente:

X Fig. 5
La ecuacion anterior puede escribirse en

forma de proporcion:

X
X x

Es decir, ¢l lado x del cuadrado pedido es
%p‘ geométrica entre el radio r y una longitud
igual a la scmicincunft:rencia Pero, segin Wicke,

x resigual a & 3 del perimetro p del A rectan-

gulo de catetos r y 2r.
Luego, el problema se reduce a construir la

—;— p. geo0. entre%p y r. para lo cual aprovechamos
el primer Teorema de Euclides.

Se hace DF -'— p; se dibuja la circunfe-
rencia de diametro DF y se traza la Len H siendo
DH =r. El trazo DI es el lado del cuadrado cuya
area es aproximadamente igual a la del circu-
lo de radio r (Fig. 6).

C Fig. 6

1
I
1
|
H

Otra solucion mucho menos exacta se ob-

tiene al considerar \/x casi igual a V3. En

efecto: si X =x7 el valor del lado x del
cuadrado es (Fig. 7):
D C
/\ Fig 7
i
A 22 ,9}:: B

x=r\/;(=)r\/‘3-;

o sea que el lado del cuadrado seria /5.

Siendo AB =/ =r v/ 3 el cuadrado ABCD

tiene un area muy proxima a la del circulo de ra-

" dior.

392. EJERCICIOS RESUELTOS
1) En un A isésceles en el cual el % del véer-
tice es la mitad del % basal, la bisectriz de

) 259 (




2)

un # basal divide al lado opuesto en sec-
cion aurea.

H) CA -CB: (Fig. 1)
% CAB — xABC =24
A_-D e ba

CB CD

D o =@

Fig. T

D) AD =DC porque A ADC es isésceles

(y =y’) por tanto % ABD también
es isosceles (X ADB = 2 4 por ser %
exterior vertice del A CAD); luego
AB =AD =CD.

Por el Teorema del @ de Apolonio se tie-
ne que (ver N° 297):

DB_ A8 BB TDy AC -CB

liias:. DB DC

uego: we —Gp

En una © de radio r se trazan dos diametros
ABLED; se hace DE =AF =r.

Demeostrar que EF =rﬂ

H) DE = AF = r (Fig. 2):

T) EF = r\/2
D) SiED =r,elx DOE = 60°
% AOE =30°

Fig 2

y como AF =r, el x FOA =60° luego, el x EOF =

3)

4

=30° +60° =90° y por lo tanto EF =/
pero L =r v/2 con lo que queda demos-
.trada la tesis: EF =rv/ 2.

En una © de radio r se trazan dos diame-
tros ABLCD; se hace DE =AF =r y se une

EF. Se dibuja arco de centro E y radio EF

hasta cortar al diametro CD en G.
Demostrar que (Fig. 3):

O_G=110Ym=l5

Fig. 3

Solucion: Por el ejercicio anterior sabemos
que EF =/ =r V2 y en consecuencia
EG =r\/2.

Trazando la altura EH del A equilitero
DOE, tenemos que

EH -

Aplicando el Teorema de Pitagoras al A

- EHG se calcula HG:

= (V2 — (V)

:-\/21,2_ 3_4rf =\/31‘2 ;31-2
OSEB‘.- :

= 2V/5

Ademas, como OH =7r resulta

0G =5V5-5=7(/5-1 —ho
m = 15

porque es hipoichusa de un A rectangulo
de catetos:

AO =l yOG =, (ver N° 375).

A partir de un punto A de una © de radio
r se aplican come cuerda L =AB; después
a continuacién 4 =BC y finalmente §, —
=CD (Fig. 4).



Calcular el area del cuadrilatero que se
obtiene al unir A con D.

Solucion: % AOB =60°
% BOC =90°
s :
% COD = 30°
% AOD = 180°,

por lo tanto AD es diametro. -

Como le=r1: I =r/2 y l2 =r\x‘. 2 —\/_3
basta calcular las apotemas correspondien-

tes aplicando la formula N° 362 se obtiene:-

ps =5V 3500 =5V 2ip12 =5 V2 +V3

Se calculan las areas de los A ABO, A
BCOy A CDO.

r
_!‘a' G TT\/—:} ]‘2
AABO =——-—=5 - _L /3
ARG S e TN ok

% 'r\/z—\/T--L\/Z +\.’?
A CDO :*'12 zmx 2-2 =
luego, el area
: S P I ' r -
ADCB = n/3 1+ 50 O = L (v/313)
5) C'-alcula-r , en funcién L.yr.
Basta despejar /, en la formula:

2n
Lo =
L o |
)

Loon/a = (0 — 2.y

ambos miembros al cuadrado
fﬂ
(Ln}_g (4 e (?)2) =4 '{{")2

4 . (L )2 = (L'!)2 3 (In)z

=4 (L)
(L.) - Y

4 (L) =4

AL =) '(4 +%’i) :

)

(6) ——-—4 =

+ (=2
o
V4 + (—Lri)2

siendo

6) Calcnlar s =f(Ls)
La férmula anterior expresa que:

Ls =2r\/3

g 2=

h =—=—2—

oAy
r

dry/3

,peroLs =2r\/3

41'\./_3_
!3 = == A
4 + 12 !

luego:
fg = 1"\/-3

7) Dado el lado »a« de un octagono regular, se
pide construirlo. '
Basta trazaren A y B un X de 67°%para

determinar O: Se traza © (O, OA) y se aplica

a = AB como cuerda en esta © (Fig. 5).

: : : / Fig 5
-E:'- : N / g

Otra solucién puede obtenerse por hemo-

tecia.

8) En una semicircunferencia de didmetro
AB se aplica desde A una cuerda AD =/ y
desde B una BC =k, Demostrar que al
unir C con D resulta CD =/, (Fig, 6).

Solucion: Para que CD sea I el % del cen-
tro COD debe valer 90°. En efecto:
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Fig.6

A4 A0D = 60"y
% BOC = 30°. Luego:
% COD = 90° y porlotanto CD = 4.

9) En una semicircunferencia " de diametro

~ AB se aplica desde A una cuerda AC =hs.
Demostrar que la proyeccién de AC sobre
el dizmetro s igual a la cuarta parte del lado
del dodecigono circunscrito a la misma
circunferencia (Fig. 7). '

Fig.7

Solucion: Sea AC =hs y AH =x segin el
1" Teorema de Euclides resulta:
ACZ =AB-AH
(he)' = 2r - x dedonde
1!!
x == ,perohs =1V 2 -3
22 -3 t
X = —(-—2,—1 =52 -V3) =%Lm

pues Lip =2r-(2 —v/3)

'10) En una semicircunferencia de diametro
AB sc aplica una cuerda AC =/,. Demos-
trar que BC =2 - ;, (Fig. 8). -

Fig. 8

H) AC = {,,OM = o
T) E =2-pn
D) A ABC ~ A AOM_

_ _AB _ BC
AD OM
2r BC - W =70,

r o

(o bien: OM =mediana del A ABC).

)262(

11) En una semi © de didmetro AB se aplica
como cuerda AD = lsyBC = ls.

Calcular el perimetro y el valor de cada
4ngulo del trapezoide ABCD. Ademas su
area (Fig. 9):

Fig. 9

Solucion:
a) A AOD es equilatero

. =60°yDH =5/3 -

b) CB =l . . xCOB =45y

g = 1302—45 =67°—12'—

¢) 5 DOC = 180° — 60 —45 = 75° luego:
% CDO =%DCO = 18- _5° 5

por lo tanto:

y = 67° 5 +52°5 =120 =2 BDC

5 = 60 +52°+ = 112°5 = 5 ADC

a4 Bty b= 60 +67° & +120° +112° 5 =360

d) como BC =/ resulta CE =—;—!4 =%\/_f
y OE =p4 =%ﬂlu¢goﬁ =m+6ﬁ =
i f/2 =504V =CL

Aplicando €l Teorema de Pitagoras al A
ICD, resulta:

CDF =CF + DT

¢ =[50+ 4 [5V3-5VE
=T B2 /245-21/6) =

2 =§_-(3_+2\/§—2\/3)




Cox =5 \/842/2-2\/6 =
L e b Lo
—n/2+iv/2-1/6

. Perimetro del trapezoide ABCD es:
p=2r+r\/2 _;? 2+
+r\/2 +—lf-\/_2 —%-\/?-I-r

p=r-B+v2-2+

+V2+5V2- 5V

drea- = A AHD + trapecio DHFC +
+ A CEB =etc....

12) En una semicircunferencia de dizmetro
AB =2r se hace AD =/; y BC =4, Calcu-
lar el perimetro y el area de la figura limi-
tada por el dizmetro AB, las cuerdas AD y
BC y el arco CD (Fig. 10).

Fig. 10

Solucion:

o

arco AD) = Zgr =-}-.r
i

arco BC = - =% r

(También se puede calcular al arco b por
la formula N° 347).

—2—5—’_—= -3% peroe = 105°

b o 105 -2er 7
=m0 "l

Luego: perimetro ABCD es:
p=2r +r\/\2 —/5 +§2~ 5_"1'+f\/'2 -2
p=r@i+r+V/2 - V32 — VD)

El drea ABCD = A DAO + sector DOC + A
BCO

il'{‘! r\/Z —\/_-%\/2 +\/_2-
area A DAO="" = . -

V2
l'rz

EI“J.LF-\.

J b-r
area sectors = S

zr\/z-\/-?-.zL V23

2

- bz - pra r
area 5 BCO = — T

, £ 7 ’
areatotal = 7V 2 + 5300 + 5 =

“ LB L)

)263(




35 UNIDAD

Aplicaciéon del Algebra a Ia Geometria: Construcciones fundamentales. Expresiones homo-

géneasy heterogénecas. Duplicacién del cubo.

~ 393. Ahora resolveremos los problemas de geo-

metria con la ayuda del algebra. De esta manera
las letras mindsculas serviran para indicar lon-

gitudes de trazos. Por ejemplo: a, b, c, d, eic., se-

ran trazos de longitud conoeida; t, u, v, X, y, Z re-
presentaran trazos por determinar.

~ Veremos lo que se entiende por grado de un
término, por grado de una expresion algebraica
y. por expresion algebraica homogénea.

394. El grado de un término es igual a la suma al-
gebraica de los exponentes de las letras que in-
tervienen como factores del término.

: Ejemptos:.
5ab es un término de 2° grado (a* ‘b dal+1=2)
8x esun término de 1% grado (x' da 1)

= ¥y’ zes un término de 6° grado (2 +3 +1 =6)

—17 a*b es un término de 5° grado (4 +1 =5)

«1-33—“! es un término de 3 grado (1 +1+2 —1 =3)

—9ab ™" es un término de (1 —n) grado
% es un termino de 0° grado

54/ aes un término de —; grado (porquey/ a =a')
7 ﬁ- /b es un término de -2— grado (porque

1 1 3
5 o)
4 5 3 3/ A .
L\a/_——h es un termino de % grado
o :
1 2 1 11
(porque =+ =5 — 5 = 35

=5 )

395. EXPRESIONES ALGEBRAICAS
HETEROGENEAS Y HOMOGENEAS

La expresion 1) 8a’x’ —7a’bx +9bx’, es de 5°

grado con respecto a x; de tercer grado respecto a

a y de 1°" grado respecto a b. Ademas, el término
Z 6

_82°%° es de 7° grado, el —7a’bx es de 5°

grados y el 9bx® es de cuarto grado. Por lo tanto

la expresion 1) es heterogénea.

- 3a° —7a°b +9a'b’ —6a’b® +5a°b" +8ab’ —b°

264 (

€s una éxp'rén'én hiomogénea porque todos sus tér-
minos son del mismo grado.
Son también homogéneas las siguientes:
a +2ab +b
ab —ac + be
xzy + xy2 +a +a’z

a+h+c

a c
“m+m +d =

Una expresion en que figuran sélo térmi-

nos de 1 grado representa un trazo. Por ejem-
plo: : -

x=a +tb —3c

3

y=2a+—=b —005c

Una expresion fraccionaria representa un
trazo cuando el grado del numerador es mayor en
una unidad al grado del denominador. Por ¢jem-

plo:
2 : g ¥ i 9 2 :
S e pe L e s el ay -
LS TR m 0 o= a + b
Las expresiones x = +/ ab; y= a —b;

2 & i -
S \/:'1 —be +¢” son expresiones homogéneas,

irracionales y enteras de primer grado. Por lo

tanto x, y, Z 0N trazos. ;
Analogamente en las expresiones fraccio-

narias siguientes:
a 3 3 3
= a b =5 g 7 d
e e 'aa_Zdb+E

Ninguna expresion heterogénea puede re-

presentar un trazo, como tampoco una superficie
ni volumen. Ejemplo: x =ah® —mn +c.

Si se trata de un area la expresion tiene que
Ser hofnogénea de segundo grado. Ejemplos:

]
J_{2 =ab—c2+£

4
xy =v/a +b

Analogamente, si se trata de volumenes de-
be ser homogenea de tercer grado.
Geométricamente, es decir, con regla y com-

pas solo se pueden construir expresiones algebrai-

T




cas homogéneas de 1° grado o que contengan
irracionalidades reducibles a otras cuyo indice
sea 2. Por ejemplo:

x =%/a" +1b =\/\/_2l1 + b,

por lo tanto puede construirse.
y=%/a +1b

no puede construirse geomeétricamente.

396. CONSTRUCCIONES .
FUNDAMENTALES DE EXPRESIONES
DE PRIMER GRADO

A) Construirx =a +b.

a b
Fig. 1 '
0 g 7 b 2 3
7= "\.}’"_“_\
’l_ L]
1
L :

B) Construir x =a —b (debe ser a>b porque
geomeétricamente no existen trazos megativos)
(Fig. 2).

> O

Fig. 2

A

2

B~
b

o S e

£ SN

- C) Construir x=n-a (siendo n =N’ entero
positivo) por ejemplo x = 5a (Fig. 3).
a Erg. 3
(’—“"'\l a
A

0 : + + 8
: : _ |

D) Construir x==. Si n =2, basta trazar la

~ simetral de a. Pero si n =3la construcci6n es dife-
rente:

Se forma en A un % cualquiera y se aplica
" sobre su lado libre 3 veces un mismo trazo AM =
=MN = NP; se unen los extremos B y P trazando
por M y N las paralelas a BP. Resulta (Fig. 4).

x = AC =4

a
R L
fe— X -—-—*
Al lc 1 TB
- 7
\\\\\if' !/ !;f
Moo o/
. /
N """-\ /
Fig. 4 o
- ; P

E) Construir x =3—.;a;_ esta expresion se puede

a.

(e

escribirx =

Sobre ‘el lade libre dibujado en A se aplica
un traze 5 veces; se une P con B y por ¢l punto 3
se traza la // a PB (Fig. 5).

a
{ =
=
AT 7 /.r B
~
~
1 \_\* ,f /
= ! 4
X /
. 3~ /
Fig. 5 Z"‘--.\ \/

Resulta: x = AGC =—§La

F) Construir x =9}’; se puede escribir en forma
de proporcion:

c B = = :
+ = ©s decir, x =4, proporcional geome-

trica.

Se dibuja un % cualquie;‘a y sobre sus lados
se aplican los trazos dados de acuerdo con la pro-
porcion. Por ejemplo: OC =¢; OA =a; CB =b;
después se une A con C y por B se traza la //
AG; resulta AD =x. (Fig. 6).

a : X
L _\‘5’ N
/ .
-
-
\\/ >
B B8
5|:|_ T 5[ Fig 6
) 265




Fig.7

En Fig. 8: otra construccion para ahorrar
espacio.

2 ; .
G) Construir x =% ; escribiéndola en forma
de proporcion:
% =2 ; es decir x =3 proporcional geomé-
trica que es facil construirla como la 4* propor-

cional geométrica (Fig. 9).

. b a
) {’( 2 Na
X "

Fig.9

H) Construir x = v/ ab; que equivale X =ab,
y a la proporcion —‘;—=—’;en la cual x es %pm-
porcional geomeétrica.

Existen varias construcciones para la%

proporcional geométrica; asi el 17 y 2° Teore-
ma de Euclides (ver N° 316) dan una solucion para
esta construccion. '

- y266¢

1™ Construccién: basada en el 2° Teore-

ma de Euclides se reduce a construir un A rec-. .

tangulo del cual se conocen las 2 proyecciones de
los catetos en la hipotenusa; la altura es ia—;pm-
porcion geométrica.

1) Se copia a =AD y se le suma b =DB (Fig.
10).

2) Se dibuja la semicircunferencia (AB).

3) La 1 en D determina CD =x.

7 construccion: se basa en el 1¥. Teo-
rema de Euclides. Se reduce a construir un A
rectangulo del cual se conoce la hipotenusa =

AB y la proyeccion = AD de uno de los catetos. La

incognita x es el cateto correspondiente a la pro-
yeccion AD.

1)Se copiaa = AB y se festa b =AD (Fig. 11).

Fig. 11

A 0, L
b J

-%

2) Se dibuja lalen Dy la —é circunferencia |

(AB).

3) El cateto AC =x es la—:'!-proporcional
geomeétrica.
) Construir x =3/ a® +b*: al elevar al cua-
drado queda un cuadrado equivalente a la suma
de dos cuadrados dados. Es decir: x* =a® +b’;
igualdad que expresa el Teorema de Pitago-
ras.
Luego a y b son los catetos y x es la hipotenu-

T

—_—
o

Fig. 12

1) Se dibuja unx recto (Fig. 12).
2) Secopiaa=AByb=AC.
3) resulta BC =x




J) Construirx = v/a> —b’; de'donde:
x* =a® —b*; esta igualdad expresa el Coro-
lario del Teorema de Pitagoras. Por lo tanto X €5

un cateto, a la hipotenusa y b el otro cateto.

2 a b
Fig. 13 T

1) Se dibuja unx recto (Fig. 13).°
2) Se copia b =AC (cateto).

3) Con ® (C, a) se determina B.
4) AB =x (cateto pedido).

ore TS

A a B

Otra construcaion (Fig. 14):

1) Se dibuja a =AB.

2) Semi @ (AB).

3) Desde A se cortaconb = AC

4) BC =x.
K) Construirx =a/2.

Esta expresion se puede construir de varios
modos. Por ejemplo; :

1™ construccion: la x es la diagonal de un
cuadrado de lado a. Si AB =a, resulta BD =x —
=a/2 (Fig. 15).

D =

K=0E

Fig. 15

A a B
Z' construccion: x es la hipotenusa de un

A rectingulo isésceles (A ABD) de catetos
=a. Resulta BD =x (Fig. 15).

' construccion: x es el lado I del cua-
drado inscrito en una circunferencia de radio’ =a:
A =a\_/z =%

L construccion: De x =a 2 se obtiene:
X =y = \f' 2a-a; osea, x = —% proporc. geo-

metrica: entre 2a y a que conviene construirla se-

gin el 1= Teorema de Fuclides.

Fig 16 g
A 0 B
e e
e a = J
2a :

1) A0 =a;AB =22 (Fig. 16);

2) 3O (AB)y L en O,

3) AC = x.
L) Construirx = ay/3.

También esta expresion puede construirse
de varios modos.

I construccién: x =I5 en una circunfe-

rencia de radio = a (Fig. 17).

Fig 17

Z construcaion: x = alwra de un A equi-
latero de lado = 2a (Fig. 18).

AB =2a;CM =x = av/3

F* construccidn: se ve en el A AMC;

& Fig 18




X =

cateto de un tridngulo rectangulo de hipote-
nusa AC =2ay cl'dtro ca;ctom =a.
R aY — o =32 = av/ 3 (Fig. 18).
£ construccion: la expresion x =a+/ 3 pue-
de escribirse x = \/g = +/3a-a; por lo tanto
X es % proporc. geométrica entre 3a y a; convienc
construirla segin el 1” Teorema de Euclides
(Fig. 19). : :

Fig. 19

[ | e

A B

e o)

A a _J
3a

1) AD =a; AB = 3a

2) +© (AB)y L enD.

3 AC = x.
M) Construir x =a/n(n i e entero).

Porejemplo: x =ay/ 12 =~/ 122"

El problema consiste en descomponer 12a’
en una suma algebraica de cuadrados exactos, o
descomponerlo en producto de dos factores conve-
nientemente elegidos. Asi tendremos dos cons-
trucciones: {

1 construccién: x= /124 =

- V(33 +22) ~(@).

Se construye primeramente (3a) +(2a)

que sera igual a un cuadrado segun el Teorema de
Pitagoras; sea 2y« el lado de este cuadrado. Lue-
go: Y (3a)* +(2a)° : '

Encontrado %y« queda: x =
se construye -segﬁn' el Corolario de Pitagoras. Es
decir, que para llegar al valor de x debemos hacer
dos construcciones (Fig. 20):

—a que.

)

1) un X recto; ﬁ =32: AC =2a.".BC =y
2) %O (BC) que se corta desde C con'a =

CD, luego: BD = x.
2% construceion:
x =/ 12a° =+/12a-a =+/6a:2a =/ 4a'3a

2
De todos 12a
convenientes para su construccién son 4a-3a

los factores de los -mas

jorque al construirlo como L proporciéon geo-
porq 5 prop g

meétrica se necesita menor espacio.

C Fig. 21

opf-————————

~

& e
i 3a _J
La

1) AB = 4a; AD = 3a (Fig. 21).
2) +© (AB)y L enD.
3) AC = x.

- 397. EJERCICIOS RESUELTOS

Las construcciones fundamentales anteriores per-
mitiran resolver los ejercicios siguientes en los
cuales sera necesario. introducir incognitas auxi-
liares (u, v, y, z, etc.), que permitiran hacer
la construceién »por partes¢. Estas Ppartest en
que se descompone la expresién dada deben ser
construcciones conocidas como 4° proporcional
geométrica; % proporcional geomeétrica, etc-
1) Construirx = ;i

Esta expresion puede descomponerse en:

2
a

s sy d : 2 38
M= 5 R pue Lif Constrl._lll‘sc F Comao J- prO'

2 =
porcional geomeétrica, o sea =y
~a
Resulta: x = Y-c-— que se construye como 4°
proporcional geométrica.
" Es decir, deben hacerse dos construcciones:
una 3° proporcional geometrica: ez
- prop SE01 a o= )

. ; R e
una 4° proporcional geométrica: s
Pueden hacerse las dos construcciones en

una sola figura o en figuras apartes (Fig. 22).




3)

4y

0)

b
1 Fig. 22

|

= LEs
Construirx = E—,

. P
Se descomponeen:x =% : ¢
)
Se construye primeramente - =y (3° prop.

geom. % = ?— )y después:

e e b_a
S L prop. geom. - = 2 ).
= 2
Construir x =‘_a_l:_
e
Se descompone en: x = a_%‘ i
C i
Se construye primero a%’= y (4° prop. geom.
c by, e _v-b -
e 7), y despues x = J’-—E—‘ (otra 4° prop.
¢ by
geom. T = Y)
: S
Construirx =—22—
v od

Se construye primero v/ cd =y (y = % prop.

‘geom. entre e yd).

Resulta: x 2? (4° proporc. geométrica

Yy by
S

. = 2
Construirx =/ 2a" —ab

Se descompone en: 2a.-a =y (% prop.
geométrica)
ab = 2’ (otra % prop. geometrica).

Construidas estas dos —é— proporc. geome-
tricas, resulta:

x= /¥y —2 (x = un cateto segin Corola-
rio Teorema Pitagoras).

Otra descompaosicion es factorizando:

X o= \/m siendo2a —b =m

queda x = v a-m (x = —5 Proporc. geome-

trica entre a y m).

bed .
2 B
d +_'C__'T

Construirx =

Se puede descomponer ¢n:

X1 +%-d = %'g de donde se: cons-
truye primero:

}; =y@ propﬁrc. geometrica 1 = ;)
% = z (3" propore. geométrica:

e

=_i)

Resulta: x = /a® +y-d —z-g: a continuacién.

se  construye: y-d=u’ (u=-+proporc.

geomeétrica).

zg =V (v = —é Proporc. geo_métﬁca).

- - 2 2 -. i
Se obtiene: x = y/a" +u* —v%; en esta ex-

e - -2 2
presion se puede construir a’ +uf =t

(t = hipotenusa segiin Teorema de Pitdgo-
ras).

4 ey -
Finalmente, resulta x = /* —v (x= un

cateto seguin el Corolario de Pitdeoras).

7). Construirx = 4 4+ 3b
AL a b
Solucion (Fig. 23): ; T |'
AB =a
MB = 2 1|
MD = 443 =y
BC =b
BD =2b |
o x i
a = 3 =
o et
= 14 N D ¢
M B L4 L4
?‘\\“ !,I ,,J'
2> /
Fig. 23 IS
4
8) Construirx =a(y/5 —1).

Se convierte en:x =ay/5 —a.
“Sea y=a /5 = v/ 52 = _\/(23)2-—}-'&2

Fig. 24




(y = hipotenusa segin el T'eo'rcn;a. de Pi- Solucion: Se transforma en:

. —V ‘7“
Resultax =y —a. : 2
Sl : [
Observactones. : =v.Fa-a -\ b-b

I) Se puede también construir x como ¢l Y deeir: / S
lado ko en una © de radio 2a. : '

tagoras).

..a|u
DJ

X =

l\.l

u (u= Tl' prop. geo-

Ilq

Lo

métrica entrea y 7_ a)

/1 - el e
también como - proporc. geométrica entre mn S = noop - REUmEE

2a.ya. entreby 3).

9) Construirx =a/ 5 — l:r\/—_é~ " Resulax =u —v,

D La .cxpresién a /5 se puede construir

o s o s e s (o]

The———=—F

A L I’D ,a E F
~ 7/ I
T ,! /
\ ,I |‘ __________ U— e
i L V4 i
R o e
- :
Fig. 25 Op ! ﬁ - 1
. j>
X 4
b}

1) AB =a; AD = %a; AC = u (Fig. 25). —= u(u = 32* p. geométrico ¢ = %).

2) EF =b; EM = %; EN =v ' Resulta: x = v/ v/ a @ + u’);pem

30O =% a’ +u’ =v* (Teo. Pitagoras)
. . lu o:x=\/;;a-; da final te:
10) Construirx =/ 2a° + 3b'. - 5 el deaials
I

Solucidn: - X =V avi(x=5p.geo.entreayy).

Se transforma en x = v/ 2a-a +3b-b 12) Construirx = %/a' — b

Sea 2a-a=u’ (u= 1[- proporc. Geom. en- Solucton: Puede hacerse la transforma-

tre 2a y a). ) cion del ejercicio anterior pero en este caso

3bh=v' (v= {7 prop. geometrica entre es preferible la siguiente:

byb x =@ +b) - @ -5

Resulta: x = §/ u Y (x =hipotenusa, se-
gun el Teorema de Pitagoras).

11) Construirx = */a* +b*.

Solucion: Se transforma sucesivamente en: g
Pitiagoras).

x= v/ /a +b'; se saca factor comun a’ s
: - - Reswdta: x = *y/ v’ -v* que da finalmente:
sy : “
x = a (@ + 3) el R

P geomeétrica entre uy v).

x =/ a2 +( 7] . 13) x = (abed)*®.

1
- ¥ya se puede construir: : Solucion: Se transforma en: x = (abed) T lo

sea: at +bf =y’ (u = hipotenusa, segun
“Teorema de Pitagoras).

= v* (v = un cateto, segun Corol. de




14)

16) Construir: x =

queda: x = *y/ abed pero
ab

u’ (5 proporc. geométrica entre a y b)
od = v ( ;]3_ proporc. geomeétrica entre ¢ y d)
Resulta:

x =@ = (). lo que da:

x = v/uv (L propore. geométrica entre u
y ©)- '

; . STt el
Construir x en la expresion: B

Solucién: Se multiplica la ecuacion por
abe, abteniéndose:
2 g 7
a'c =abx —bc

abx = a%c + b.'"c

= {a +'h¥_)_
% =gk
Se construye primero at b = {(u = hi-

potenusa, segin Teorema de Pitagoras) re-
sulta:

L d e
X = g5 Quese descomponeen: X = - -

~se_construye la 3* proporcién geometrica

Resultando finalmente:

L v

ool
5

).

sV am s
— (4" p.geometrica:

e

]
15) Construirx =/ ab + %——b’.

Solucion: Se puede construir:
ab =u’ (u =% D. geométrica entrea y b)

s

2
e - s
5 = V(v =3 p peométrica :

Resulta: x =/ u® 4¢-v B

)-

<=

se construye: c-v=¢ (1=-~p. geométrica
entrecy v)
queda:x = \/u* +¢& — B

se construye: ¥ + ! = 2 (y = hipote-
nusa, segun Teorema de Pitagoras).

Por dltimo: x =/ y* —b* (x

= un cateto

“segun Corolario de Pitagoras).

& -G

=1
s

Solucién: Se convierte los exponentes nega-
VoS en positivos:
: b ..
(G =i
2
{‘a—) + (E*)j

oym,
|
B S

: 2,2
: (i— ; se amplifica pora®-b’,

mwl,_.
-+
Zl=

Fl
|

o

i

se obtiene: x = =

4

ad v

_@+bhH@E by A

—aE

= ' @ +b%)-¢ ¢

Se construye a° —b' =’ (u = un cateto,
segtn Corolario de Pitagoras). :
Resulta: :

u
=

X = =(x = 3% proporcién geométrica:

).

C
u

wle

17) Construya x en la expresion:

18)

(Ve )

: [329(\/? = 1}]'“ = ab; se transforma en:

% .\/?qu(\/?hl) = ab; se eleva al cuadra-

do.

= (ab)’;
se divide por 'I_Th -
KB = 1) = 2ab

2] __2__:&_'3

5 -1 0 Seamplifica por (/5 +1)

Eoi T s g

ik
=u

5> P. geomeétrica

e

Ne construye (u=

entre —;— v b)
Resulta:  x* = (V3 +1)
%t = u.‘f\/g +i._t2
se construye: uf /5 = 2
(v= % p- geomeétrica entre u y uv/ 5)
luego: x* =V + o

(x = hipotenusa, segiin el Teor. de Pitago-
ras). ' i
Construir geométricamente las raices de
la ecuacion: 2
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& —2ax +b’ =0, siendo a y b trazos (ver
_ N® 323-1)

19) Construir geométricamente las raices x’
2 . y x” de la ecuacion:
=3 X — 2ax — b = 0 (ver N° 323-2).

20) Construir la tercera proporc. geometrica

X = a—]: pero aprovechando uno de los Teo-
remas de Euclides.
Segiin el 1° Teorema de Euclides (Figu-
ra 26): :

1) AC =a

2) % © (AC) que se corta desde A con
b=AD;

3) % rectoen C;

4) AD—Ddet. B

Resulta: AB =x

;Como se procede sib>>a? :
Segin el 2° Teorema de Euclides se ten-

dria el orden siguiente (Fig. 27):

=
Fig. 28

\A- o : Dh_ 8B
3 x b
1) Se traza una- L CD =a;
2) Secopiab=DByB (-)C;
3) La LlenCaCBdet A

Resulta: AD =x.

21) Construirx = a\/4——2\.’=§-
Se transformaenx = \/?(T—_Z\/—B)
x =42 —22\/3
x =\/(2ay —2a-aV/3

- )272(

S 3 2 1
Se construye 2a-a v/ 3=u (u = 5

proporc. geometrica entre 2a y ay/ 3, siendo
a /3 la altura de un tridngulo equilatero

de lado 2a).

Resulta: x =/ (2;31)z —w {x =
to, segin Corolario de Pitdgora 5).
Construccion (Fig. 28):

un cate-

Fig. 27

1) A equilatero ABC de lado 2a.
2) altura CM = av/ 3

3)CD =CM = ay/3

4) % @ (BQC) de diametro 2a.

5)Len D, resulta: CE =u (1"" Teorema de
Euclides)'y BE =x (Corolario de Pitagoras).

398. PROBLEMAS GEOMETRICOS POR
PLANTEAR _
Para resolver un problema geométrico con ayuda
del 4lgebra es conveniente el siguiente orden:
1°. Andlisis del problema:

Consiste en hacer una figura de analisis co- .

mo si ya estuviera el problema resuelto; en esta
figura se ubican los datos y las incognitas. La de-
signacién de la o las incognitas debe hacerse de
acuerdo con la pregunta del problema.

2°. Plantear la ecuacion:

Esto se hace de acuerdo con el enunciado o
condiciones del problema. La ecuacion o ecua-
ciones que se pléntean deben ser independientes
entre si y deben relacionar los datos con las in-
cognitas aplicando teoremas o relaciones Co-
nocidas, por ejemplo: Teorema de Pitagoras, o
de Euclides, o semejanza, o calculo de areas, etc.

32 Consiruccion:

Deben construirse las expresiones alge-

braicas que se encuentran al resolver la o las ecua- :

ciones planteadas en el andlisis.
4% Discusion:
Se refiere a indicar el nimero de soluciones




0 en qué casos, segun los datos, el pr-bhlema
tiene o no solucion.

5°. Demostracion:

Puede suprimirse si se ha hecho un anilisis y
€onstruccioi correctas.

399. PROBLEMAS

1) Desde un vertice de un cuadrado trazar
una recta que lo divida en dos partes que sean en-
tre si como 2:3,

Solucion  geométrica: Veamos primera-
‘mente la solucion geométrica.

Se dividen los lados opuestos al vértice D
en 5 partes iguales cada uno; al unir estos puntos
eon D el cuadrado queda dividide en 10 partes
iguales; por lo tanto 4 de estas partes seran (Fi-

gura 1).

Fig. 1

f% =—§- del total a* y el resto sera l—f{'] = %
g =22
Porlotanto: A ECD =—<a s
- trapecio DABE =—§— a - - trap. DABE ~ 3

Solucion algebraica: Sea CE =xy BE =a —x

area A ECD == =--;—-x

area trap. DABE = -a—+—(2a—_—ﬁ—a =% «(2a —x)

A ECD e
pero tap. DABE ~ 3
1 % = 2
uego. =y
5+ (2a —x) 2
Kl nd d - 2 4
e Teraaie s ¢ donde resulta: x =z a

~ Construccion: Basta dividir BC en. 5 partes
iguales y unir P con el 4° punto, lo que da la recta
pedida DE.

Otra solucion algebraica: Si las partes son

entre si como % significa que el AECD es%

ax 2

2 5

del drea total a°. Esdecir:
de donde: x =% a

2) Dividir un trazo dado @ en dos segmen-
tos de modo que el rectangule formado por ellos
sea equivalente al cuadrado construido sobre
la diferencia de ellos. AL '

Analisis (Fig. 2): Sea AC =x \Fﬁ =a —x los
segmentos pedidos. '

-— —l———

X C a-x B

La condicion del problema es que:

AC-CB = (CB —ACY, es decir:
x-(a—x) = [(a —x) —x]”

ax —x* = (a —2x)

ax —x =2’ —dax +4x;

ordenando se obtiene:

5%* —S5ax +a° =0/:5
2

Xt — ax + % =0

2

Sl S pase a

X =5V (3) - %
2

a 2 1
5 =u (u= 5 proporc

Ya se puede construir:
geométricaentreay ¢ )

Queda: x =—g—_:|: (i)2 —

sea /(5 ) —u’ =v (v = un cateto, segin Co-

rolario de Pitagoras)

ol
]
+
-

Resulta x = 5+ V -

X

tofps haf

Construccion (Fig. 3):
a) 1. AB =a; AD =2
2. ;O (AB)y LenD.

U\l

3.AC = u
b) 1. AO =5
2.5 © (AO)

3. Se corta con arco @ (A, u) determina D.
4. Resulta OD = v
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~,
4\“\\/,
5

¢) Con centro en O y radio v se determina E y
F; resulta;

BE

%+ﬁ=%+v=x'

BF =BO -OF = 5 —v =x".

|

(10

~ 3) Dividir un trazo dado ¢ en dos segmentos
de modo que los cuadrados construidos sobre
~ ellos sean entre sicomo 1:2.

Analisis (Fig. 3): Sean los segmentos

asx
AC =x y(Tﬁ o
La condicion es que:

ACE-CB* =1:2

X wih
(a—x) T
%% =at — 2ax + ¥

¥ +2ax —a =0

X .= —a:-l:\-/ a’ +32

Se construye /a2’ +a’ =u (u = hipotenusa

A rectangulo isésceles de catetos = a)

X

X =u—a
Resulta: x = —au(x’ = —u —a

(no es solucion geométrica).

Construccion (Fig. 4):
1)% recto; AB =AC =a
2) BC=u

3) se.hacc CD=a

) 274 (

A a B8

Resulta; BD =u —a =x.
4) Dividir un trazo dado a en dos segmentos
de modo que el rectingulo formado por ellos sea
equivalente a la diferencia de los cuadrados cons-
truidos sobre los segmentos.
P o Figs
N

A = )
X c a-x B

L

Andlisis .(Fig‘_ 5): Sean o .segmer'ltos
O aTEea '
Condicién: AC-CB = AC: —CB~.
x-(a—x)= X —(a —x)2
ax —xt = — (@ —2ax +x');
se reduce y ordena:

.x_z +ax —a> =0
X =—%i\/(%)2+a’ ]
Se construye: v/ (5) +a" =u (u = hipote-

nusa, segun Teorema de Pitagoras).

Resulta: x = —5 %+ 1
pa) i =y _i
W=

{(noes solucion geomeétrica).

~ie

A




2) BC =u.
3) Se hace CD =% :
Resulta: BD =u — % =x

5) Desde uno de los vértices de un A tra-

zar una transversal de modo que los A parciales

tengan el mismo perimetro.

Andlisis (Fig. 7):

Fig. 7

\.A_ D)\\ 8

X c=x
Sea: AD =x; DB %c —x: Gl =t
La condicién dice que:
AD +CD +AC =DB +BC +CD
x+t +b = c-x+a +i
2x =a+tc—b
a+e—b
= i
>
expresion que es muy facil de construir.

Si se quiere encontrar una ' construccion

* Yelegante®, se transforma en;

_ atec+b-b-h = 2s—rh =i
X = 5 = ) =y ]

bastd entonces trazar la bisectriz del % adya-

cente de « y la bisectriz de 5 para determinar

O,; trazando desde O. la_L a AR se determina

x = AD. (Ver figura 8).

Fig. 8

6) Construir un A rectangulo, dado un
cateto y la proyeccion del otro en la hipotenusa.

Andlisis (Fig, 9 Sea AD = x.
Segin el Teorema de Euclides se tiene que:
AC: - &B-AD

b = (x +p) - x

b = 5 +p X

X +p-x—b =0

x =5 /(LpPyp
Se construye: y/ (%)2 +b =y (u = hipote-

nusa, segun Teorema de Pitagoras).

S _ § ey —TP
Resulta: x = s+u = . .
X = : et b -2“
(x”’ o es solucién geometrica).
Construccion (Fig. 10):
b p
I

1) AB
2)BC =

i
£ Mo
%)
Il
(=g

3) se resta g BD.

Il

Resulta; CD = u — —g—z X.

7) Trazar entre los lados contiguos de un_

cuadrado cuatro rectas, de modo que resulte un
octogono regular.

Analisis (Fig. 12):

Sea AB =a; si AC =x resulta EC =x/ 2por -

lo tanto:
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F\//
: By

. N

Fig 11y \

X = #—ﬁ- ; se amplifica por (2 — V' 2)

a2 =32 2a-aV? a
N 7 T == 5 = X el —?\/_2
Se construye 5 /2 =u (u = diagonal de un

cuadrado de lado -g—).
Resulta:x =a — u.

Construccion (Fig. 12):

1) AM =2 luego A0 =5/ 2 =u.

)|

2) Se corta con © (A, u); se determina D
vy H. .

3) Resulta: DB-2a-u=x

4) Con © (B, u) se determina C y G, etc.

8) Inscribir en un circulo de radio r un
rectangulo que tenga un perimetro 2s. :

Andlisis (Fig. 13): -
AB +BC +CD + DA =2s
]uégoxg +_§E =5 '

SiAB = x resulta BC = s —x.

Fig. 13

A X /B

Se aplica el Teorema de Pitagoras al A
ABC:

AR +BC = AC

Z +(s—x)f =&
E e 2 +x =d

2 —2sx +(s" =d%) =0

Se construye s —d® = u’ (u = un cateto,
segtin Corolario de Pitagoras).

Se obtiene: 2:52 —2sx +1uf =0;: se divide i
por2.

2 M=
X — SX +'2——()

x =3EVI(3) -5

Se construye 5 = V' (v = I

]

p. geo. entre'u |
u ; :
Y5)

Resulta: x -—%:l: V4 %)‘Z =

'se construye: 2y _* = z (z = un cateto,
¢ Y 3

segun Corolario de Pitagoras)

: ; X = —;— o2
finalmente x =—;—:|:z :
x'==—z
_ Z
Observacion: También puede aplicarse di-

* rectamente la formula simplificada para resolver:

la ecuacion a) resultando:

sk —2.(& &Y

= 2
s 28 - ¢
Am RO e
Se construye 2d’ =u’ (u = —;— proporcion

geométrica entre 2d y d o hipotenusa de un. A
rectangulo isosceles de catetos = d).




s L u -5
Se obtiene: x =" eiC.

9) Dividir un A dado en dos partes
equivalentes por medio de una recta que tenga
una direccion dada L.

Anélisis (Fig. 14): Sea L la direccién dada
y XY la recta pedida. Trazando por Ala // a Lel
punto D es fijo y por lo tanto se conocen DC vy
DB =m. Designemos BX =x v BY =y. Luego po-
demos escribir: -

Fig. 14

1) }i = —(pues A DAB ~ A YXB).

Ademas, segun Teorema c, : N° 341, ¢l A
ABC yel i XBY tienen el X 8 comun; luego:
A XBY Xy 1

2) AABC a-c 2

(porque XY dimidia al A ABC).
Muitiplicando las igualdades 1) y 2) miem-

bro a miembro resulta:

En esta expresién se construye primero

=Uu como tercera . proporcional geométrica

1 SRR :
Resulta: »* = _—% udx= > P geometrica en-

a
e 5-y u).

10) Construir un cuadrado dada la suma
& de su lado y su diagonal.
Andlisis (Fig. 15): Sea AB =x, por lo tanto

--BT)-=X\/ 2.

La condicion es que: diagonal + lado = s.

Osea: x V2 +x =5
x(W2+1)=5s

se racionaliza el deno-

— 1

Fig 15

d=xv2"

minader amplificando por (/7=

Queda: x = 5(v/2 —1).

X = sy/ 2 —s; seconstruye s/ 2 =u
(u = diagonal de cuadrado de lado 5)

resultax =u — s,
Construccion (Fig. 16):

C

Fig. 16

A s B

1Yy AB=AC=s
2)BC=sv/2 =u
3) © (C, s) determinar D.

resulta: BD =u —s =x (lado del cuadrado pe-
dide). :

Luego: DBEF es el cuadrado pedido.

11) Construir un A equilatero dada la-

suma s de su lado y su altura. :
Analisis (Fig. 17): Sea el lado = 2x, lue-
go, laalturah =x/3.

c

Fig 17
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: ;?‘2' =%-aﬁ(x =%

1.a condicion es que:

lado + altura =5
2% +x\/3 =3
x(2 +V/3)

II
o

5 :
A ey
se racionaliza el denominador ‘amplificando
por(2 — ﬁ)

Resulta: x = s@2 —\/(3)
2s —s \/i; se construye s \/—3

(h = altura de un A equilatero de fado 2s)

Il
T

X =

finalmente: x = 2s — h

L]

Construccion (Fig. 18):

1) AB =2s = AC = BC
HCM =53

3) ® (G, CM) determinar D.
Resulta: DA =2s —h =x

Ltlego AE =
AFE pedido).

2x (lado del - A equilatero.

12) Construir un A equilatero dada la
diferencia d de su lado y su altura.
: Andlisis (Fig. 17): Es analoge al anterior:
fado = 2x:altura = x\/3.
2x —x\/ 3 =d
x =d(2 +v3)
x =2d +d\/3; etc.

13) Construir un A equilatero dada su

Luego:

resulta:

ireaa . :
Andlisis (Fig. 18): Sea lado = 2x; altura

xV/3.

Eonwel areade oes = 2E-2loR. Seoala:
2x X \/3 2
= e a

i
3

=3 =5 % amplifica porv/3

)278(

proporcional geométrica

hads

_ entre —g—ya\/ 3). :

Construccion (Fig. 19):

Fig. 19 - c

1)AB =BC =CA =21
2)CM = ay\/3 :
3))MD = % !

4) Se prolonga CM en ME = %

5) 4 © (CE)determina H

6) Luego: MH =x (segun el 2° Teorema de
Euclides).

Sl b e el e e 4 e

14) Construir un A rectangulo dadas
la hipotenusa ¢ y 1a razon 1:2 entre sus catetos.

- Andlisis: sea BC =x; luego AC =2x (Fig, 20).

Fig. 20 &

A c B

Por Teorema de Pitagoras se tiene;
2x)} +x = o

Tl TET i C S - 1

resulta: X = = =c -=(x = 5 proporcional geo-

métrica entre c y<).

" Construccion (Fig. 21):

Fig. 21




1) AB = ¢; BD = ¢
2) 5 O (AB) y L en D determinar C.
3) e (segin el 1 Teorema de Eu-

15) Construir un A rectangulo isésceles
dado su perimetro = 2s.
Analists (Fig. 22):

Fig. 22

A xv"-f' B

Sea catetos = x, luego la hipotenusa = x v/ 2.
La condicion es que:

AC +BC +AB = 25

2x +x/2 =25

X .=ﬁ~—i/? se amplifica por (2 —+/ 2)
e VD 25 —s\/2.

esulta: x=

re v

se construye s \/ 2 =u como hipotenusa de un
A rectangulo 1sosceles de catetos = s,

Luego: x =25 — u

16) Transformar un 2

cuadrado dado a
en un rectangulo, de modo que la diferencia de sus

lados sea = d.

- Analisis (Fig. 23): -

Fig. 23

X+d
= lado menor; luego el lado mayor es

= x +d; drea del cuadrado = a* .

Sea x

‘area del rectangulo = x (x +d)
X “(x +d) =
X +dx —a° =0

d di 42 :
x = —_T:t\/’(?)z +a°

5€ construye \/ (—5‘1—)2 +a’=u (u = hipotenu-

'sa, segiin Teorema de Pitagoras).

Resulta:x = —5+u g 5
x et i | =9

(no es solucion geométrica).
17) Transformar un A equilitero de lado
a en un cuadrado.
Analisis:

lado del A equilatero

Il I
(4}

b ol
ol
S el
2

altura del A equilatero

area del A equilatero

oo
ra

lado del cuadrado
area del cuadrado

M

Lucgo la equivalcncia da: x2 =~3}- ;—ﬁ

entre & Y5 \/‘?

Construccion (Fig. 24):

Fig. 24

3) DE =&
4) + © (CE) y DA — A det. H
Resulta: f)_H =x (lado del cuadrado pedido).

18) Transformar un A dado en A
equilatero. (Del A se dan solo los 3 lados, o,
b, €).

- Analisis: Ambos A deben tener la mis-
ma Area, o sea:

A (A dado) =3/ s (s —-a') (s=b)(s ¢
A (A equildtero) = 5 5/3 = \/_

- siendo x =el lado del A equilatero.

Luego: ’—f;\/_“ =v/s{s—a)(s—h)(s —0)
: Y2794



se construye: s-(s —a) = u’

meétrica)

(s =b) (s —¢) .=V (% proparc. geomeétrica)

de donde: x;\/_- =N

a/ 3 =duv

2

X = 47-U;— (se amplifica pory/ 3)
X =.% u-vy/ 3

se construye v/ 3 =z (z = altura A equildtero
de lado 2v).

Finalmente: X =

G|

U2 = —é—proporc, ge0-
méetrica).

Observacion: Si se conocen todos los ele-
mentosdel A dado, suareaes A = % ¢-h
luego: %ﬁ =%c - h.

/3 =2¢ch,

¥ = g— c-hen/3

Se construye h.-\/3 =y (y =
A equilatero de lade Zh.).

altura de

Luego: x* =%c -y .

1 ; : e
(x = - proporcional geométrica).

19) Dividir un trapecio dado en dos partes

equivalentes mediante una paralela a las bases.

(Se dan solo los 4 lados del trapecio).

Analisis (Fig. 25): Sea x = paralela FH
pedida. Comparando los A semejantes ABE y
FHE se obtiene:

i ABE
A FHE

2
= % (se descompone)

AABE —AFHE a —x
A FHE = _x“

luego:
trapecio ABHF

i AFHE - = @

E Fig. 25

(—;proporc, geo-

Comparando los A FHE ~ A DCE, se

obtiene:

FHE ¥
ﬁbT= 1;— {se descompone)
FHE -ADCE _x - ¢
A FHE K
luego:

trapecio FHCD X
A FHE X

Dividiendo miembro a miembro las igual-
dades 1) y 2) resulta:

2 2
a4 — X

trapecio ABHF
trapecio FHCD T X7

2 2
- e < P
primer miembro = 1, luego 1 = ==

. : z z ,oom
de la cual se obtiene: x* =2+ que es facil de
CONStTUIT:
a® + & = u* (Pitagoras)
2 wis 1 i
x° = 5 ( 5 proporcional geometrica).

20) Inscribir en un cuadrado dado, otro
que tenga por lado c. e

Andlisis (Fig. 26): Sea a el lado del cua-
drado dado ABCD y ¢ =EF el lado del cuadrado

* pedido.

" meoe

A a-x F X B

Entonces: FB =x; AF =a —x.
Se aplica el Teorema de Pitagoras A
AFE:
x +(@-—xf = cg_; se obtiene:
2 —2ax+@ -&) =0
Resolviendo esta ecuacién por la formula

simplificada, resulia:

. aztya —2(azwf‘i)
= 2

aty 28 —a
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const ruye

en esta cxprcsi()n se primero

=2Zc: c( p- geométrica); después:
Vu —a =v (Corolarlo de Pitagoras)

e a +V

. P
Finalmente:
33 b e
X2 =t

21) Inseribir un cuadrado en un semi-
circulo dado.
Sea 2x = lado del cuadrado (Fig. 27).

B
Fig 2
ig. 27 \\
2 N
x
\
\
A
A 0
: X o
Luego; I2x)2_ +x =7
5xF =i
X = —-’5— o {x = % proporc. geom.).

(Observacion: resuélvalo:por homotecia).

22) En un circulo dado se ha trazado una
cuerda de longitud dada a. ‘Trazar por el punto
medio de esta cuerda, otra cuerda, de modo que

sus segmentos estenen larazon 1 ;2.
Analisis (Fig. 2B): Sea AB =a; CM —x,

MD =

Fig. 28

Segiin el Teorema xev (N” 313).
CM -MD = AM -MB

— -l
X-2x = 55
2
2 _a
23 =
2
e
=
& = % -%( % proporu geometrica).

23) Se ha trazado a un circulo dadoe una
tangeme de longitud dada t; trazar desde el ex-

tremo de la tangente una secante g queda di-

midiada por la circunferencia.

Andlisis: Sea PA =t; PM =MB =x. Segtin el
Teorema de- la tangente y la secante, resulta
(N® 312):

PA’ - PB - PM (Fig. 29)
£ =2x-x
2 = % tix = 7 p. geometrica),

Fig. 29

p
N
\\. lcl‘:://

Construccion:

|} Sedimidia AP

2) Semi @ (AP) y-Len su centro determi-
na C. .

3) PC = x..

4) ® (P, PC) determina M.

24) Dimidiar un /A por una recta, de
modo que se determine un tnangulo isosceles.
Analisis (Fig. 30): Sea CD =CE =x.
=~ H

x-'-

Fig. 30

A : B

~ Segiin Teorema ¢ (N° 341) se tiene al com-
parar el A ABC con el A DEC, que tienen el

zt-yr:ormin:
A DEC _ XX
L ABC  a-b
i DEC 1
eI ARG

)251-(




luego: > = —12— de donde

b

X = a-%{ 5 p. geométrica).
Construcaion: _

1) semi © (BC)

2)CM =4CA =3

3)LenMdet. H

4)CH = x

5) Con ® (G, CH) se determina Ey D .

25) Desde un extremo de un diametro de
" un circulo dado, trazar una secante de modo que
la parte de ella comprendida entre la © y la tan-
gente trazada en el otro extremo del didmetro,
sea igual a un segmento dado a.

Analisis (Fig. 31):

=d =21 PC =2

=x; BC =y

Sea

-

-

Fig. 31

Segun el Teorema de la tangente y secan-
te (N® 312), y después el Teorema de Pitagoras,
se obtiene respectivamenter

2 = (a +y) -a
X =(@a+y’ =4

Saty —& =@+y-a

a* +2ay +y =&’ =2’ +ay
Queda: y* +ay —d* =0 :
y = =2, /-(.%_)2 +d°; se construye

(47 +d = (Pitagoras)

2y a

luego: y = —%i u de donde:
. bl

- )282(

{no es solucion geométrica).

(Observacion: haga el desarrollo si PB =y;
PA =x).

26) Dividir un triangulo en »n¢ partes equi-
valentes, por medio de paralelas a uno de los lados.

Andlisis (Fig. 32): Sea, por ejemplo, n =3
partes equivalentes, con lo cual CD =y CF =y;
A DEC =trapecio FHED = trapsci - ABHE.

Como se tiene gue:
A ABC ~ AFHC ~ A DEC

resulta aplicando el Teorema c1 (N° 342).

ADEC _CDY £

L ABC  CGA' B

ADEC 1
PEro7ABC ~ 3
luego:

( % proporcional geométrica).

& FHC
A ABC

- : C'_FL __}'2 = 2
Analogamente: —=TF =3

; 2 4
osea:y' = = b= %—b-b(%p. geomeétrica).

Construccion:

1) Se divide AC en 3 partes iguales: CM =
~MN =NA.

2) Se dibuja la semi © (AC) y laslen M y
N que determina I’ y F’; por lo tanto €D =x;
CF’ =y. :

3) Con © (C, CD) y © (C, CF) se de-
termina Dy F.

27) Determinar sobre la prolongacién de
un didmetro AB de un circulo un punto X, de
modo que la tangente XY trazada desde él, sea
igual al duplo de la distancia XB del punto a la

circunferencia.



Andlisis (Fig. 33):

Sea AB =d
BX - x
XV = 2x

El Teorema de la tangente y la secante, da:
(2x) = (x +d) - x

48 =% +dx
3¢ —dx =0
x(3x —d) =
X
3x —d =0
a?_d
Lz iy

28) Inseribir en un rectingulo dade un
rombo, de modo que de los cuatro triingulos de-

terminados dos opuestos sean isosceles.

Andlists (Fig. 34): Sea AE = AF = CG =-

=CH =x; luego: ‘E?%xx/?

EB =a-x;BG =b —x

. Fig. 3_4
D H x c
F x
£ G
b=x
A X E: a=x - B

Aplicando el Teorema de Pitagoras al A
EBG resulta:

(V2P =(a—x) +(b—x}
I =2 —Jax + % 4 b — 9bx + ¥

at +h
2(a+b)

de donde sc obtiene: x =

. Se construye a° +b’ =¢' (Diagonal AC
del rectangulo ABCD)
ademas?2 -(a +b) =z

de donde x = _“; (32 pmpdrcién geométrica).

29) Inscribir en un cuadfado dade un
rectangulo cuya 4rea sea igual a p°.

Andlisis (Fig. 35): Sea AB =a; AE =.x; B=

=a —x.
_.E_F' =x\/2:EG =(a —x)\/2

D H c

Fig. 35

A x E a-x g

La condici6n es que: EF -EG = pz'; 0 sea:
xV/2 (-2 =p
2ax -2 =p*°
28 —2ax +p* =0/:2

2
X — ax +%_=O

: T 2
+ V(5)\— % ; se construye EZ- =l

(L proporctén eometrica)
> PTop L g

de donde: x = ;—:I: eV (%)2 —

pero (—‘;—)2 —u® = v* (Corolario de Pitagoras)

s

e

2

X = +v

luego: :

(S{ERRETT

i

33 J
X =W

+

30) Inseribir un cuadrado en un triangulo
equilatero. - '

Analisis (Fig: 36): Sea 2a el lado del A
ABC, luego CM =a+/3. Sea 2x el lado del cua-
drado pedido.

A MCA ~ DEA

£M _ AM
' DE AD
a3 _ a
2% 4%
Fig. 36
E
A D My

=
&




M— amplifi-

' 2x =/ 3(a—-x)dedonde: x = RV
cando por (2 — ﬂ) Resulta: x =2a v/ 3 —3a.
Sea2ay/ 3 =y;luegox =y — 3a.

31) Cortar un triangulo por una recta de
modo que las dos partes'resultantes sean iguales

en Area y en perimetro.
Andlisis (Fig. 37): Sea CE =x; CD =y;
E=z

Luego: S
X +y +z =z +(a —x) +(b —y) +c
dedonde: 2(x +y) =a +b tc=2s
. Dx +y =5

Ademas se tiene (N° 341):

ADEC  x-y 1

LABE  ab 2
luego:

2) 2xy =ab

Dx+y =5

Al resolver este sistema se obtiene:

s 4~/ & —2ab

= )
v 5 —~/§ —2ah
=

490. DUPLICACION DEL CUBO
Este es otro de los problemas clasicos de los ma-
tematicos de la Antigua Grecia y que se ha tra-

tado durante siglos resolverlo solo con Pregla y

compas®. No se le ha encontrado solucion exacta

hasta ahora.
A continuacion daré una solucién muy sen-

cilla y al alcance de los alumnos de secundarnia.

Designando por »x¢ el lado del cubo que
tiene in volumen deble que un cubo dado de aris-

ta »a, debe verificarse:
*

X =2-a
Fig. 38
I
|
i.
1
=
| _
, l
b
. /
g
7
V4
V4
4
o

De aqui obtenemos:

x=a-/2(=)125-2a

Esdecir:x(=)5-a

Por lo tanto, para obtener la arista del nuevo
cubo basta sumar la cuarta parte la arista del
cube dado (Fig. 39).

Caleule usted el % de error que se comete
con esta solucion.

Fig. 39 /0




SEGUNDA PARTE ?ﬂ’l‘ﬁ:\.C)‘:G é{:\\q\IEDQ'ﬁ
ESTEREOMETRIA

Arquimedes de Siracusa

Este destacado hombre de ciencias griego debio vivir entre los afios 287 a
212 antes de JC. Fue un sobresaliente matematico, fisico e ingeniero de la
época en que le toco vivir. '

Tanto en la matematica elemental como en la superior su contribucion
al desarrollo y ampliacién de conceptos fue de gran importancia. Asi, al

estudiar los poligonos regulares, logré demostrar para el de 96 lados, que
10
71
tenia la idea de »limite« tan necesaria en las matematicas superiores.

el valor de » estd comprendido entre los limites 3 % y 3 ==. Por lo tanto,

Conocio6 las conicas. Para la elipse encontro que su area A = = - ab
en la cual a y 6 son los semiejes de ella.

Con su »método aproximado« dio los primeros pasos en el concepto
de »limite¢ que servira para el nacimiento y desarrollo posterior del
Calculo infinitesimal. |

Su contribucién en la Fisica es igualmente notable en las maquinas
simples, en el tornillo de Arquimedes, etc. Célebre es su frase: »Dadme un
pimto de apoyo y levantaré el mundo«.

Asimismo, sus conocimientos de hidrostatica lo llevaron a enunciar el
conocido Principio de Arquimedes: »todo cuerpo sumergido en un liquido
disminuye aparentemente de peso en lo mismo que pesa el liquido
desalojado por el cuerpo®.
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36 UNIDAD

Posicion relativa de rectas. Posicion relativa de planos. Puntos colineales y coplanarios. Rectas

coplanarias. Angulo diedro. Angulo sélido.

497. Etimolégicamente, estereometria viene de
- las voces griegas: stereo = solido, metron = me-
dida. Corresponde, por lo tanto, a la parte de la
Geomeiria que trata dé la medicion de solidos,
de los cuerpos, del espacio limitado por super-
ficies.

En los N* 2 al 5 ya vimos someramente lo re-
lativo. a superficies y planos. Resumiendo o
. expresado alli podemos decir que la recta y
€l plano son conjuntos de puntos y que el espacio
es el conjunto de todos los puntos. Por lo tanto,
las rectas, los planos y las superficies curvas son
subconjuntos del espacio pues pertenecen a €l
Al unir dos puntos cualesquiera de una superfi-
cie plana se determina una recta cuyos pun-
tos pertenecen cdmplctamcntc al piane. Esto
no sucede en una superficie curva salvo que se

trate de las generatrices.

En general, un plano es una superficie

plana ilimitada que puede quedar determinado:

A) por tres puntos no colineales;

B) por una recta y un punto fuera de ella;

C) por los lados de un angulo cuyos lados no
sean colineales;

D) pordos rectas convergentes;

E) pordosrectas paralelas.

En una hoja de cuaderno o en el pizarron
se: puede representar solo una porcién del plano
pues éste esilimitado. '

En la practica vemos corrientemente por-
ciones rectangulares de planos como lo son una
pared, una hoja de cuaderno, el pizarrén, la cu-
bierta de un libro o de un' pupitre, etc. Por esta
razon se elige al rectangulo para rcprescptar a
un plano, pero que, visto €n perspectiva, apare-

€e Como un romboide (Fig. 1).
' N

Eio 1 {(P)

El plano se designa, generalmente, con las
letras M y N colocadas en dos vértices opues-

tos, o bien, con una letra (P).
= N

Fig. 2

" En esta representacion grafica del plano
las ﬁgﬁras se ven deformadas. Asi, en la figura
2, un angulo recto se puede ver como agudo u
obtuso, un circulo como una elipse, un widn-

gulo rectangulo como acutangulo u obtusiangu-

lo, un cuadrado como rombo, etc.

402. POSICION RELATIVA DE DOS
RECTAS

a) Pueden ser coincidentes y para ello basta
que tengan dos puntos comunes. '

b) Pueden ser paralelas en el espacio y para
ello tienen que pertenecer a-un mismo pla-

no; sin tener plll'ltOS CONMINes:

Li A L, € (P) (Fig. 3).




¢) Pueden cortarse y esto sucede cuando tie-
nen solo un punto cormnun.

d) Pueden cruzarse y esto sucede cuando
pertenecen. a plapos distintos sin. tener
puntos comunes. ;Pueden tener puntos
comunes?

Si se dibuja una recta en el suelo de la sala
y otra en el techo, ;como pueden ser estas
dos rectas?

403. POSICION RELATIVA DE UNA -
RECTA Y UN PLANG

I) Enlafigura 4 la recta L es paralela al plano
(P). Por lo tanto, la interseccion de esta
recta con el plano es el conjunto vacio: :

L)y =9.

Fig. 4

(®)

(Como L es paralela a una recta del f)lano,
es preferible dibujar L. paralela a un lado
horizontal de la representacion del plano).

1) En la figura 5 la recta L es perpendicular al
plano (P) siendo A el pie de la perpendicu-
lar. Esta recta es también perpendicular a

cualquier recta que pase por su pie.
SILL(P)=L.1 Lialy
: 3

I1l) En la ﬁgura 6, la recta L es oblicua al plano
(P) y, por lo tanto, lo cortan en un punto A
llamado punto de penetracion. L

Entonces: L () (B) = {A}

Fg 6 (p)

. 404. PUNTOS COLINEALES. PUNTOS

COPLANARIOS. RECTAS
 COPLANARIAS.
Los puntos colineales son los que estan en una
misma recta; es decir, existe una tinica recta que
los contiene a todos.

Puntos coplananios o coplangres son los
que se encuentran en un mismo planoc; es decir,
existe un tnico plano que los contiene a todos.

Rectas coplananas son las que pertenecen
a un mismo plano.

405. EJERCICIOS

En los ejercicios siguientes coloque una “V” si

lo que se afirma es verdadero o una »F« si es

falso.

1) (...)Si se tienen cuatro puntos copla-
narios y no colineales, el maximo. de rec-
tas que pueden trazarse por ellos es 6.

2) (...) Si se tienen cinco puntos-coplanarios
v no colineales, el maximo de rectas que

pueden trazarse por ellos es 10.

3) (...) S se tienen »n¢® puntos coplana-
ries y no colineales, el maximo de rectas

que pueden trazarse por ellos cs

n+5(m-3) = S (n—1)
4). (...) El minimo de puntos coplanarios y
no colineales que puede contener un plano

es 3.

5) (...) El minimo de puntos no coplana-
rios que puede contener el espacioes 4.
Las preguntas 6 a 21 se refieren a la figura 7:

6): () Los puntos A, B, C y D son copla-
‘narios pero no colineales.

7) (...) Lospuntos A, E e I son colineales.

8) (...) Los puntos A, B, E, F ¢ I son copla--
narios.

— — :

9) (...) Lasrectas DA y EH son coplanarias.

10) (...) Los puntos B y D son colineales.

11) (...) Los puntos A, B, F, I y E son colinea-
les.

12) (. ..) Los puntos D, A, E, H ¢ I son copla-
narios, : :

)287 (




“Fig. 7

13) (...) Las rectas Hy ﬁson coplanarias.

14) (...) Los puntos H, E y F son coplanares.
15) (...) (P) N plano (EFI) = AB

16) (...) Plano (ABFE) N plano (HEI) = AT
‘17) (...) nlano (ABFE) N plano (ADEH)

18) (...) Siempre dos rectas paralelas son
coplanarias.

19) (...) Siempre dos rectas perpendiculares
son coplanarias.

20) (...)Si el plano (ABCD) // plano
(EFGH) == la interseccién de ellos es el

conjunta vacio.

21) (...) Si el plano (ABCD) // plano (EFGH)
entonces cualquier recta que pertenezca
al primer plano es paralela a toda recta del

segundo plano.

M plano (BCFGF) N plano (DCGH) = ¢.

Las preguntas 22 a 30 corresponden a la
figura 8. ' '

22) (..) (P)N (Q) = AB |
23) (...) SEAB = S&(P)a (Q)
24) (...) AB € (P)a (Q)

25) (...) RE (Q) A€ (P)

26) (...) TE(P)A&(Q)

27) (...) LE(Q)A LE(P)

28) (...) LN (P) =18}

29) (..)LNAB ={8}

30) (...) LA AB€(P)
31) (...) La L’ secruzan.

Resp.: Todas son verdaderas salvo las N° 11 -
17-21 - 30,

32) Se tienen en el espacio cuatre puntos no
todos colineales ni todos coplanarios. Al
distribuirlos y ubicarlos convenientemente,

se puede determinar un maximo de:

A) 3 rectas'y un plano;
B) 4 rectasy un plano;
C€) 5 rectasy 3 planos;
D) 6 rectasy 4 planos;
E) 4 rectasy 6 planos:

33) Designando por L; y L, dos rectas, por

P, y P, dos planos, se afirma que:
I) SiPinNP, = ¢,entoncesP; // P,
II) SiP, N Ly =L, entoncesL,EP,

DS Li A L, € P, Li N 1Ls= ¢,
entonces L, // L

De estas afirmaciones son verdaderas sola-
L ]

mente:

A) Tyl B) IylIIl
C) Ity IIl D) las tres
E) ninguna.

34) Si Ly y L, son dos rectas y A un punto,
del plano o del espacio, se afirma que:

) Si Lo n L. = ¢ obligadamente debe
serL, // L,

H) Si L; ﬂ LA_‘j =
Li A L; se crucen.

¢ puede ser que




msi L, n L, = {Al significa que’

Ly y L; se cortan.

De estas afirmaciones son verdaderas so-

‘lamente:

A) Tyll; B) LyllL
Q) 1Ty III; D) las tres;
E) ninguna.

35) Tres rectas no coincidentes de un plano
al ubicarlos convenientemente en él, lo di-
viden enl cierto numero de regiones co-
rrespondientes a una de las siguientes al-
ternativas: :

A} minimo 3 regiones y maximo 6;
- B) minime 2 regiones y maximo 7;
C) minimo:6 regiones v maximo 6;
D) minimo 4 regiones y maximo 7;

E) minimo 4 reglones y maximo 6;

Resp.:32 =D;33=D;34=C; 35 =D.

406. POSICION RELATIVA DE DOS
PLANOS

I) En la figura 9 se han dibujado dos planos
paralelos: (Py) // "(P;). Se representan
por dos paralelogramos que tienen sus la-
dos paralelos.

b > |
., [ :
g
T ¥
! g y i ’
i e
f i r
f = 4
f J
. v |
f =
)00 /
2i= ¥
|
f & —
f . 7
f = |
f o ¥
f i v |
L —

II) En la figura 10 se repesentan dos planos se-
cantes perpendiculares, es decir, se cortan
formando los planos un angulo recto:

(Py) L (Py).

A ! Fig 10

p—
-
St

L
)

.JKJ-

III) La figura. 11 representa, también, dos
planos secantes pero oblicuos.

IV) Los dos planos pueden ser coincidentes.

Por lo tanto, todos los puntos que pertene-

cen a uno de los planos pertenecen al otro
y vice versa.
Los casos correspondientes a las figuras
10 y 11, hacen ver que al cortarse dos planos
~ lo hacen segiin una recta.

407. ANGULO DIEDRO*

Es el dngulo que forman dos planos al cortarse.
La recta que determinan los planos al cortarse
es la arista del dngulo. Estos dngulos se desig-
nan con las letras de su arista. Asi en las figuras
10 y 11 se lee “dngulo diedro AB”. También
puede leerse: dngulo diedro Plzﬁl’g.

Las caras del diedro son los planos (P;)
y (Py) que lo forman.

Se puede decir, también, que cuando un
plano gira en torno a una recta del plano se engen-
dra un angulo diedro (Figs. 10, 11 y 12).

Se llama "dngulo rectilineo correspondien-

te al- diedro¢ al éangulo « formado por

Fig. 12

o ||.t";‘



dos perpendiculares trazadas en un punto O
de la arista quedando cada "pcrpenﬂicular en
un plano cada una. Este angulo rectilineo es la
medida del angulo diedro al cual pertenece. De
esta manera, un angulo diedro ser recto cuando
lo sea su angulo rectilineo y dos dngulos diedros
serdn congruentes cuando lo sean sus éngﬁlos rec-
tilineos.

408. ANGULO POLIEDRO O

ANGULO SOLIDO
Se da este nombre al angulo formado por varios
angulos planos que tienen el mismo vértice y
que, de dos en dos, tienen una arista comun (Fig.
13).

El angulo solide mas comin es el triedro

(Fig. 14), es decir, el formado por tres planos que
forman sus tres caras. En cada rincon de una
sala de clases tenemos un triedro (el angulo esta
formado por dos paredes vecinas y el techo;
ete.). ;
<Cuantos diedros y aristas hay en un triedro?

499, PRO_YECC'ION DE PUNTOS Y

RECTAS EN UN PLANO
La proyeccion de un punto sobre un plano es el
pie de la perpendicilar trazada del punto al
plano. :

La proyeccion de una recta sobre un plano
es el conjunto de las proyecciones de todos los
puntos de ella en el plano. Asi, la proyeccion del
trazo AB sobre €l plano (MN) es el trazo A’B’
siendo el plano proyectante (AB) perpéndicu-
lar al plano de proyeccion (MN) (Fig. 15).

Fig. 15

o e

M
¢Cuante vale 1a proyeccion de un traze que es
paralelo al plane de proyeccion? ;Y si es perpen-
dicular a este plano?

410. EJERCICIOS

1) Deos puntos A y A’ son simétricos con rela-
ci6n a un punto P del espacio cuando P
es el punto medio del trazo AA’. Por lo
tanto, el punto P pasa a ser el centro de si-
metria. Haga usted un dibujo de una es-
fera y verifiquelo para 1ds puntos de la su-
perficie esférica.

2) Dos puntos A y A’ son simetricos respec-
to a una recta L del espacio cuande L es
una de las infinitas simetrales del trazo
AA’. La recta L pasa a ser el eje de simetria.
Represente graficamente este caso. '

3) Dos puntos A y A’ son simeétricos respecto
a un plano (P) cuando este plano es per-
pendicular al ‘trazo AA’ en el punto medio
de él. El plano pasa a ser el plano de sime-
tria y cualquier punto de este plano. equi-
dista de A y A’. Represente este €as0 gra-
ficamente y enuncielo como un L.G. '

.
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4)

5)

6)

7)

8)

9)

Si AB es perpendicular al plano (MN) y

AC cualquier recta que pasa por A y corta

al plano (P), demostrar que:

AB < AC (Fig.16) 2

Fig. 16

() N.

o}

M i
o dicho de otro modo: demostrar que la

perpendicular de un punto a un plano es la

menor distancia del punto al plano.

¢Donde se encuentran los puntos equi-
distantes’ del suelo y del »cielo de una
sala de clases?

¢Donde se encuentran los puntos equidis-

tantes de dos paredes vecinas de una sala?-

¢:Donde se encuentran ‘los puntos: equidis-
tantes de dos paredes paralelas de una sa-
la?

Determinar los puntos que equidistan
de una pared de la sala y de las dos paredes
adyacentes a ella.

Determinar = los  puntos equidistantes
del suelo y del techo de la sala y, al mismo
tiempo, equidistantes de dos paredes veci-

nas.

10) Determinar los puntos que equidistan del

suelo y una pared de la sala y, al mismo
tiempo, del suelo y del techo de ella.

11) ;Cual es el LG. de todos los puntas del es-

pacio que equidistan de dos puntos dados
A y B? Grafique.

12) ;Cual es el L.G. de todos los puntos-del es-

pacio que estan a una distancia dada »a¢

de una recta dada L? Grafique.

13) Teorema C HI Toda recta perpendicular

a otras dos rectas que pasan por su pie en el
plano, es perpendicular a cualquier recta
que pasa por su pie (Fig. 17).

H) PH es perpendicular a L, y L, que per-

T.)
D.)

14)

tenecen a (MN);
I; es cualquier recta que pasa por el
pie H: L € (MN)

PH L L,

Se traza una recta L que corta a las tres an-
teriores en los puntes A, B y C. Se prolonga
PH de modo que HP’ =PH y se une P’ con
A ByC.

Se obtiene CP =CP’ por ser C un punto de la
simetral de PP’ . Por igual razén se tiene

AP = AP. Con esto el A ACP >~ A ACP’

por tener sus tres lados respectivamente

iguales.

De aqui se obtiene:
2 PAB =z P’AB.
Con esto llegamos a que el

- APAB~ A P’AB

‘por tener iguales dos lados y el angulo com-
* prendido por ellos.

Por lo tanto: BP =BP’; es decir, el punto B
pertenece a la simetral de PP’. Luego,
HB es simetral de PP’ porque tanto H
como B equidistan de sus extremos. De
aqui que Ly L PH. :

Teorema C IV: Si una recta RH es perpen-
dicular a un plano (MN) y desde el pie
H se traza otra perpendicular HB a cual-
quier recta L del plano (P), la recta RB
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. es también perpendicular ,a la recta L.
(Fig. 18).

H)RH L (P; HB L L
T)RBLL

D.) Se hace BA =BC; como HA =HC (por ser
H un punto de la simetral HB de E),
resulta: A RHA =~ A RHC
De aqui se obtiene: RA =RC
Luego: R equidista de los extremos del tra-
zo AC y, por lo tanto, pertenece a la sime-
tral de AC, o sea: RB LAC

15) Si AB es una recta oblicua que corta al
plano: (MN) en un: punto A, demostrar
que el angulo « que esta recta forma con
su proyeccion en ¢l plano (MN) es el menor
angulo que forma con cualquier otra recta
del plano que pasa por A. (Fig. 19).

Fig. 19 B~

——
——

——

o=
N
f %
Y=

N
L
a

—
——
——

" D)) Siendo BC la perpendicular desde B al
plano (MN), el trazo AC es la_proyeccién

)292(

de AB sobre el plano. Se traza por A una
recta, L y se hace AH =AC uniéndose H
con B.
En los tridngulos ACB y AHB se sabe que
tienen el lado comun AB y, ademas, que
AH =ACy BC < BH, pues BC _L (MN).
Por lo tanto:x BAC < x BAH

16) Un trazo AB =26 cm se proyecta sobre un
plano (P). Si el extremo A esti a 15 cm y
B a 25 em del plano, ;cuinto mide la pro-
yeccion del trazo sobre el plane?

17) Un -dngulo diedro estd formado por los
planos (P) y (Q). Los puntos A y B de su
arista estan a 40 cm entre si y a 25 cm del
punto € € (Q). Eka distancia desde C al
plano (P) mide 10 em. Calecular la distan-
cia del pie H al punto medio M de AB.

Fig. 20

18) Se afirma que:
I) Dos planos paralelos a un tercero son para-
lelos entre si. :

II) Dos planos perpendiculares a un tercero
son perpendiculares entre si,

III) Dos planos paralelos a una misma recta

son paralelos entre si.

De estas afirmaciones son verdaderas:

A) solo; B) solo11;
C) solo 111, D) solo 1y IH;
E) lastres.

Resp.: 16) 24 cm; 17) 54/ 5 cm; 18) A.




- 37 UNIDAD

Cilculo del irea de 1a superficie y del volumen de un cuerpo. Poliedros. Principio de Cava-

lieri. Prismas. Piramides. Cilindros. Conos. Esfera. Teorema de Eudoxio. Desarrollo de

cuerpos geométricos.

417. Los cuerpos geomeétricos se clasifican en:

1) Cuerpos policdricos 'que son limitados
solo por caras planasy

I) Cuerpos redondos. Limitados a lo menos

por una superficie curva.

Poliedros regulares: son los que tienen
todas sus caras y angulos iguales. Son sélo cinco:
el tetraedro, el exaedro, el octaedro, el dodecae-
dro y el icosaedro, :

A su vez, en los poliedros se distingue el fi-
po prisma y el tipo pirdmide.

Para: zaleular la superficie de un poliedro
cualquiera basta sumar el area de cada una de
sus caras.

Si el peliedro: es regular basta multiplicar
el nimero de caras por la superficie de una de

Entre los cuerpos redondos estudiaremos

_ el cilindro, el cono y la esfera.

Abreviaciones para la medida de:

S = superficie lateral
S 0B = superficie basal
S, = superficie total
l = arista lateral

= arista basal
2s = perimetro basal

= semiperimetro basal

Nl

5

h = altura del cuerpo
p apotema lateral
T

radio de Ia @ circunscrita a'la base.

412 PRINCIPIO DE CAVALIERI

a) Dos o mas cuerpos que tienen secciones equi-
valentes en alturas iguales sobre un mismo pla-

ellas. no tienen sus volumenes iguales.
R,
_ptizzzg. LA
Se tiene: a =b =g Fg. 1
a = = 1y
a3 =bh =q
A)
a, =b, =¢
Ademas: M=% b bar s e + a,
VM=t bl s i + by
V3=C1+C2+Ca+ ........... “+
luego: Vi =V, =V, (siempre que se cumpla con A y la altura sea

la misma para tedos los cuerpos).

La relacion anterior subsiste aunque las secciones equivalentes (a, b, ¢) tengan un espe-

sor infinitamente pequenio.
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Fig.2 L

*

—]

El cilindro recto I, el cilindro oblicuo II y
el cuerpo irregular III se componen del mismo
niimero de monedas colocadas una sobre otra
entre dos planos // para que la altura de los tres
cuerpos sea la misma. Tienen los tres cuerpos el
mismo volumen (Fig. 2).

b) Sean las piramides de la misma altura
h; y de bases equivalentes B, = B;; si se
cortan por un plano cualquiera (CD) // a las
bases se determinan dos secciones b; y by

semejantes a las bases respectivas. Demostra-
remos que by = b (Fig. 3).

pero como B; = B; resulta que las secciones

by y b, son también equivalentes, lo que

11

esta de acuerdo con el principio de Cavalieri.
De aqui resulta: »Dos piramides de bases equi-
valentes y de igual altura tienen el mismo volu-

men.

473. PRISMAS

Son cuerpos limitados por tres o mds planos que
se cortan segun rectas paralelas y por dos planos
paralelos que cortan a los planos anteriores (Fig.
4).

1) De este modo los tres o mas planos que
se cortan segun reéctas paralelas (AA’ // BB’
// CC’; etc.) forman las caras laterales y los dos
planos poligonales paralelos entre si al cortar
los anteriores determinan las bases del prisma.

2) Las caras laterales son paralelogramos
y las bases son poligonos congruentes.

3) Prisma recto-regular es aquél que tie-
ne sus caras laterales perpendiculares a las bases
y las bases son poligonos regulares.

4) Paralelepipedo es el prisma en el cual
las bases son paralelogramos.

5) Las caras laterales al cortarse entre si

" determinan las aristas laterales = [y al cortarse

con las bases determinan las aristas basales = a.

6) h = altura del prisma, es la distancia en-
tre las bases. Solo en el prisma recto se cumple
queh =41, '

Prsma oblicuo




4714. SUPERFICIE DE UN PRISMA
RECTO-REGULAR (Fig. 4-1).

Sus caras laterales son rectangulos, por lo tanto:
Superficie una cara lateral = a -{
Superficie 5 caras laterales = 5a +/
Superficie n caras laterales = na -/

Es decir: :

S, = na -lperon-a = 2 (perimetro basal)

Resulta: :

a) 8 =21

Luego: “La superficie lateral de un pris-
ma recto es igual al perimetro de la base por la
arista lateral . :

Para calcular la superficie total basta su-
mar la superficie de las dos bases que son 2. Es
decir; ' :

B S -5 +2-B

415. VOLUMEN DEL PRISMA

Para su cilculo se puede aprovechar el Princi-
pio de Cavalieri. Supongamos que el prisma
recto y el oblicuo de la figura 4 estan entre dos
_ planos // para que ambos tengan la misma altu-
ra; ademas que las bases B y B, sean equivalen-
tes. Al cortar estos prismas por planos // a las
bases resultardn sccciones =~ a B en el prisma
recto y a By en el oblicuo. Pero como B =B,
el volumen del prisma recto y del oblicuo es el
mismo, siempre que sus bases sean equivalentes
y tengan la misma altura. Luego: El volumen
de un prisma cualquiera es igual al producto
de subase por su alturat. .

Es decir: ¢)

4176. Calcular la superficie total y el volumen
de un prisma recto-regular exagonal cuya base
estd inscrita en una @ de 20 cm de radio siendo
la altura 80'em.

Como la base es un exagono regular se ve:
rifica que a=/ =r=20 cm. Ademas siendo
rectoh =/ = 80 cm. Luego (Fig. 5).

25 =6-20 = 120 em.

g as -
Sl [ = 80cm

S = 120 -80 = 9600 cm?

Fig 5

 IREETE S

ac [.6
La base ¢s un exégono, o sea:

B=za = % -t /3 (ver N° 355-C).
B =2 (20 -\/3 = 600/ 3 cn’

Porlo tanto:

S, =5, +2-B = 9600 +1200 \/3
— 9600 +1200 -1,73 =

S, = 11676 (cm?) _
V=B -h=600y/3 : 80 =480001/73 (cm®)

417. Demostrar que el cuadrado de la diagonal
de-un paralelepipedo recio de base rectangular
(ortoedro) es igual a la suma de los cuadrados
de las tres aristas que concurren a un vertice.

D

T)d =2 +b +¢

D)EL A ABC es rectsngulo (x A=90°)
luego, por el Teorema de Pitagoras resulta (Fig.
6): :

N =a +b

El A DBC también es rectangulo

(% € = 90°) luego, por el mismo teorema se ve-

rifica:
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)& = ¥ + & finalmente reem-

plazande 1) en 2) resulta:

d =a" +b +J (qed).

418. Calcular el volumen de un cubo del cual
© se da sudiagonal = d.
Seala arista = x.
Solucion: Segiin N° 417 se tiene que:
& =%+ +x =3¢

luego:

&=L
3

/dT
X = — =
? 3

nacionalizando resulta:

so i /3

5]

3

Por lo tanto el volumen es:

419. Las aristas de un paralelepipedo recto de
base rectangular son entre si como 1 :2: 3. Si su

diagonal mide 4 \/ 14 em. ;Cuanto mide su su- .

perficie total y el volumen?

Solucion:
a:b:c = j=23 sea: a = K
2 +b' +& = @/ 14) =224 b =2K
- ¢ = 3K
K® +4K® +9K*® =224
14K* =224
K =16 a =4
K =+4 luego: ; b =8
c =12

. 25 =2-(4+8) = 14

5 =25 y
—c—12

S =24-12 =288 et

B =a:b=32em

S ops 1930 g5

V =B-h =32-12 = 384cn’

~ 420. Las aristas basales de un paralelepipedo

~ recto de base rectangular miden a cm y b cm.

:Qué altura debe tener para que su superficie
total y su volumen queden expresados por el
mismo nimero?

Solucion:
Seal =h =x
S =2g-x +2ab =2(a+b)-x + 2ab
V =ab-x
luego:

2-(a+b)-x+2ab=ab-x
x - [ab — 2(a +b)] = 2ab

2ab

X = @ -2@a+h

Sia '='8 cm,b = 4 cm resulta:

o 64
X = 3573
x = 8em

42]. Determinar el volumien de un cubo dada
su superficie total S.

Solucion: Sea x = arista.
Entonces: la superficie de una cara =x°
de donde:

6x' =S
Vi -/ - RV
resulta: V — g\/%—:%\/ﬁ*s

Ej.:si S =54 cm® se obtiene V = 27 e’

422. Calcular el volumen y la superficie de un
cube del cual se da el perimetro 2s de un plano
diagonal.

Solucion: Sea x = arista (Fig. 7).

Sila arista = x la diagonal BC =xv/ 2

Fig. 7




resulta:

Luego el perimetro del plano BEDC es:
2x\/2 +2x =25 2

X\/—E +x =5

x(OW2 +1) =5

5

s
se racionaliza el denominador amplificando

por(v/2 — 1).
x=s(/2 - 1)
Luego:
V-x-¢/2 -1
V=¢ (2\/‘ —6 +3\/-_2--n'
V =£-6/2~-7
S = 6x
S =6-f(/2 -1V
S =68 -(3 —2+/2)

423. Calcular el voluﬁgn y la superficie de un
cubo dada el 4rea 2’ de su plano diagonal.
- Solucién: Sea x =arista, luego BC =x \/ 2;

el 4rea del plano diagonal sera = BC - BE (Fig.

7). :

x-xy/2 =2 Al multiplicar miembro a

S =6x | miembro resulta:

S-x*\/2 = 6a’¥

= 6a’
2 2

Amplificando pory/ 2 se obtiene § = 3282

de donde:

a

Ademissiendex = —— resulta:
dem 7

V =% =ﬂ_;.4,/"33 =E§_.4\/—gv=%i.4\/§

424. SUPERFICIE CILINDRICA
Es la superficie que se engendra por el movimien-
to de una recta que se traslada paralela a si misma,
apoyandose sobre una curva cualquiera C.

La recta L que engendra la superficie cur-
va se llama generatriz y la curva C sobre la cual

se apoya en su traslado se llama directriz (Fig.
8).

Cilindro es, en general, ¢l cuerpo limitado
por una superficie cilindrica cerrada y dos pla-
nos paralelos que la cortan (Fig. 9).

El cilindro mas conocido es el cilindro cic-
cular u ordinario en el cual las bases son circu-
los, es dear la directriz es una circunferencia.
De ahora en adelante nos referiremos a eéste,
cuando hablemos de cilindro.

425. EL CILINDRO (Fig. 10).

1)'es un cuerpo de revolucion que se engendra
al girar un rectangulo en 360° en torno a uno de
sus lados que sirve de eje; o bien, al girar un
rectangulo en 180° en torno a la simetral de un
lado.

2) El lado que gira y que, por lo tanto, en-
gendra la superficie o manto del clhindro, se
llama generatnz = gy es paralela al eje 00’

3) El cilindro es recto cuando todas las
generatrices son perpendiculares a las bases.
que son circulos 2; luegog = h.

4) El cilindro se puede considerar come
un prisma regular de infinitas caras laterales
infinitamente pequenas. Luego, para el alin-
dro son validas las mismas formulas del prisma.
Esdecir:

N
\I

ML

Fig. 10
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. 2s =0 =2rr
5 =2s =1
: l=g

luego la superficie del manto del cilindro es:

a) S; = .2.;[_']“. g

La base es un ©, luego:

b) _B=1rr2

QS =2rrg+2-7 0" = 2r 1 - (g +1)

El volumen del cilindro es:

d) Y —B ks h

426. ;Cuanto mide el radio de un cilindro si su
superficie lateral es equivalente a la suma de
la superficie lateral (manto) de otros dos cilin-

dros de radios' r; y r, respectivamente y si los-

tres cilindros tienen la misma altura? (El nuevo
~ alindro tiene un volumen mayor o menor que la
suma de los voliimenes de los otros-dos?

Solucién: Sea x = radio del cilindro de su-
perficie S, equivalente a2 §; + S,.

: S =27rn-g
Luego: S, =_51' +5 1 8 =2r0-¢g
S. =2rx -g

2z x-g=2rngHt2rng /g
resulta:
1}_ X =1 +n

Compararemos los voliimenes:

Vi =z l:h
Ve =xn’ -h
?) Vi+Vo=rh(n® +1n°)
_Pem_:_' ;
3) V: =xx®h =% -h(n +n)f

Al comparar 2) con '3}-sc.despren'de que:
V. > Vi + V, porque (n+n) >
= (['1.2 2F I"s-z.) ;

427 Tres cilindros tienen la misma altura; si
dios basales de los dos primeros son 1, ¥

‘1. ;Cuanto mide el radio del tercero si su vo-

limen es 1gual a la suma del volumen de los otros
dos? ;Como es la superficie del manto del tercer
cilindro, comparada con la suma de la superficie
de los otros dos? '

Solucion:
Vi =rn’ch
V; =rn’-h
Vi =n%-h
- Pero: _
V. =Vi + V,

De donde: .
i 2 2
rxh=rn’h+rn -h,
. :
resulta X = n® 4157

es decir:

a) X =3/ r.ln + rf

Calculemos la superficie del manto de
cada uno:

S =2xn g :
S, =2x Iy g b) & +5 =2rg(n +f“.2)

S = er-g =2:g-m
pero: : :
BV T1= + '[&2 < '(r;' +r§)

en efecto; elevando al cuadrado:

_I'gz. + I':i < rlz + _I‘g‘ +.21'_1 Iy
Luego: S, < 5 + S

428. LA PIRAMIDE
1) Es un euerpo hmitado por tres o mas planos
que se cortan en un punto comun llamadoe cispi-
de y por otro plano que corta a todos los anterio-
res sin pasar por la cispide. Los primeros forman
las caras laterales que son tri_angulares, y el
Gltimo es la base que es un plano poligonal ‘
(Fig. 11).

2) Altura = h de la piramide es la perpen-
pendicular trazada desde la cispide C a la base.

3) o = apotema lateral es la _p‘er_peﬁditu-
lar trazada desde la ciispide a la arista basal = a.

4) La piramide es recta-regular cuando
su base es un poligono regular y su altura cae
en el centro O del poligono. En este caso las ca-
ras laterales son A isosceles. '




Superficie lateral de la piréi;m'de recta-regular

Basta calcular la superficie de una cara y mul-
tiplicarla por el niimero de ellas. En efecto (Fig.
11):

a-p

Superficie 1 cara lateral = ABDC = ——
Superficie n caras laterales = *—5%

peron-a = 23, luego § = %L de donde:

a) S =s5-p

Es decir: :

“La superficie lateral de la piramide
recta-regular es igual al producto del semiperi-
metro basal por el apotema lateral’’.

b) La superficie total sera: S, =§ +B

429. TEOREMA DE EUDOXIO (ano-370):
“Todo prisma trangular se puede descom-
poner en tres piramides que tienen el mismo vo-
lumen”. (Figs. 12 a 14).

Demostracion: (Se basa en el N® 412-h). Al
cortar al prisma triangular ABCDEF por un pla-
no que pase por la arista DE y el vértice B se ob-
tiene la piramide triangular DEFB (base DEF

Fig. 12 ?

D

Fig. 14
E

y caspide B}, Sacada esta piramide queda otra

piramide de base cuadrangular ACFD y cus-

pide B, tal como se'indica en la figura 13. Al
cortar esta piramide por un plano que pase por
la diagonal AF y la clspide B se obtienen dos
piramides triangulares que tienen la misma
cuspide B y sus bases 'equivaientes AFD’
y AF’C, como se indica en la figura 14. Luego,
estas dos piramides AFD’B y AF’CB son equi-
valentes por tener bases equivalentes y la mis-
ma altura. _

Pero la piramide. AF'CB (consideran-
do como base el triangulo ABC y cuspide F’)
es equivalente a la piramide DEFB (de base el
A DEF y cispide B) porque sus bases ABC y
DEF son tridngulos congruentes. R

Luego, las tres piramides formadas son
equivalentes 'y el volumen de cada una de ellas
seré la tercera parte del volumen del prisma.
Se obtiene que: Yel volumen de una pirami-
de triangular es igual a la tercera parte de la su-
perficie basal por su alturatc.

Si se trata de una piramide cualquiera se
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divide en piramides tﬁangulares trazando n =P —h =25 —15® =625 — 225;
planos que pasan por la cispide C y las diagona-
les AB, AD, etc. trazadas desde un vértice A de

la base. Al sumar los volimenes de estas pira-

r = 20 cm, pero ks = r, luego la arista
basal midea = 20 cm.

: - : i En el A BMC por el mismo corolario se
mides triangulares se obtiene el volumen total

Hel : calculaCM =
de la piramide (Fig. 15).
: Pt _ AN
i - ot =Ff — (%)
a p =25 — 10

Fig: 15
p =%/ 525 =54/ 21 cm

luego:
§=5:p=3-20-5+/21 =300/ 21 cm’

La base de un exagono, luego B =%r2 V3
(ver N°® 355-C).

B B =3 (207 /3 — 600v/3 ent?

BET i, //A ’/ 1/5?////
! /’J /////////'Il’._

V= %Bl-h +~§;B2-h +%B3'h s +—é* B,-h S, =% + B =300/21 +600,/3
lo que da: s S 3000/3 (VT4
| V=gh(B +B+By+ ... +B,) V = dB.h —L-6000/3-15 = 3000/ Fert
Es decir: '
c) V = —]3- B-h 431. Demostrar que los lados homélogos de sec-

-ciones planas paralelas a la base de una pirami-

*“El volumen de una piramide cualquie- i : : .
de son entre si como las distancias de las seccio-

ra es igual a tercera parte de la superficie basal nes ald cispide (i 1),

porlaaltura™. ; ;

430, ;Cudl es la superficie total y el volumen de
una piramide recta-regular exagonal si su aris-
ta lateral mide 25 cm y su altura 15 em?

Solucion: En el A AOC se calcula AO = r
por medio del Corolario de Pitiagoras (Fig. 16).

Fig 16

T.) AB: A - OC:0C
D.) COA ~ A COA’

..1)OA:0A =0C:0C




b o oo o b s & i e i e

pero poligono ABDEF ~ poligono A’B’D’E’F’.
2)OA:0A’ = AB:A'B’
De 1) y 2) resulta:

AB:AB' =0C:0C-

432, Las areas de secciones planas paralelas
a la base de una piramide son proporcionales a
los cuadrados de sus distancias a la caspide. '

T.) B, : B, = CO*: CO*

D.) Segtin N° 343 las 4reas de 2 poligonos se-
mejantes son proporcionales a los cuadra-
dos de dos lados homologos; o sea (Fig. 17):

B, :B, - AB* . A’B*
pero segin N° 431 se tiene que:
AB* :AB? - 0OC: 02

luego: B, : B, =0C:.0¢

433. En un cubo de arista a se unen en cada cara
los puntos medios de las aristas. ;Cual es el volu-
men del cuerpo que resulia? (Fig. 18).

Fig. 18

Basta restar al volumen total

Solucion:

a’ del cubo, 8 veces el volumen de la pirdmide
de base como la
MBNC cuya base es un A rectangulo de cate-

tos = ysualturaes también BC = s

triangular (tetraedro) tal

Luego:

V (piramide MNBC) = —i

» Luego: V =

: ]
Vol. de 8 piramides = 2

luego: volumen del cuerpo formado

3 aa

=3 ——6_—.

3
d

|

434. Caleular la superficie y el volumen de un
tetraedro regular de arista a

La superficie es igual a 4 veces el drea de
una:cara que es A equilatero (Fig. 19).

Fig. 19

Luego:
S=4-A ABD - 4. 22AM
)

Su volumen es c] de una piramide de base

S =4.

. triangular ABD ——-\/_y de altura h.

Se calcula h en el A AOC en el'cual

—;*\/_3=-§-\/_3yAC=a

AO =2 deAM = 2

E.r;tonceé:_
b =o' = ($V/3F —ats =k
— A (ABD) - CO.

2 8
- Vi /R =52

435. Calcular la superficie y el volumen del oc-
taedro regular si su arista es a (Fig. 20).
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Solucion: La superficie es igual a 8 A
ABC; luego:

S=8-% .53 =23

Su volumen es el doble de la piramide cua-
drangular ABDEC, en la cual se tiene:

AD= a\/2 (diagonal de un cuadrado)

XGZ %\/7; por lo tanto:
h2=(_T§.2—FI)2.
B -2 - (7 V2
'.h=~%\/_2_

(se obtiene lo mismo mas ripidamente obser-

g
i

vando que por ser regular el octaedro se verifi-

ca que:m = CC’ = BE =a+y/2;
luego: h = %CC’ = % v 2)

Entonces, el volumen del octaedro regu-
lar es: .

V =2: piramide (ABDEC) =

i |
=2- 2 22 =% /2

436. SUPERFICIE CONICA

Es la su.perﬁcie éngendra,da por el movimiento
de una recta que pasa por un punto fijo y que du-
_rante su movimiento se apoya sobre una curva
cualquiera (Fig. 21).

.Cono es el cuerpo himitado por una su-
perficie cénica cerrada y per un plano que no
pasa por la euspide.

Cono circular es el cuerpo limitado por

una superficie conica circular y un plano que
no pasa por la cispide.
El cono mas conocido es el cono de revolu-

100 y a el nos dedicaremos especialmente.

= )302(

437. EL- CONQO (Fig. 22)
1) Es un cuerpo de revolucion que se obtiene
en 360° un A rectingulo en torno a un cateto.

El cateto CO que permanece fijo es el eje del cono

y la hipotenusa CA que engendra la superficie
curva o manto del cono es la generatriz — g,

2) También se puede engendrar giran-
do un A isésceles ADC en 180° en torno a su,
altura CO. :

3) Asimismo, un eono se puede con-
siderar como una piramide angular de infinitas
caras laterales infinitamente pequeias. Por
lo tanto las mismas férmulas de la piramide va-
len para el cono.

Fig. 22

En efecto:
Si =s « p; ahora b =2;r ST =0
luego:

a) H=xT g

La base es un circulo, luego:

b) B=xrr

Lia superficie total:
) S =xrgtn t* =7 r-(g +1)

El volumen es:

& | VeLiBh=1r2.h

438. (Cual es la superficie total y el volumen
de un cono recto si su radio basal mide 5 cm y su
altura 12 ¢cm?

Solucion: Aplicando el Teorema de Pitago-
ras al A AOC se calcula la generatriz:



¢ =h +7
— 12 £ 5% - 169

o,

. g =13cem
Luegol: |
a) S —xrg =x-5-13 = 657 (cm’)
BB =rf=r-5 =25¢ (cm’)

oS = 907 (om®)

65r + 257

)V =+ rfh = 372512 = 1007 (cmd)

439. TRONCO DE PIRAMIDE
1) Es la parte de una pirdmide comprendida
entre la base y una seccion paralela a ella que
~ recibe el nombre de base superior de la pirami-
de truncada (Fig. 23). :

2) Sus caras latérales_son trapecios y sus
bases son poligonas semejantes.

3) Si es recto-regular las caras laterales
~ son trapecios isésceles y sus bases poligenos

regulares semejantes

4)h = OO es la altura que es la dlstanrla_
entre las bases. .
5)p = apotema lateral es la_| entre las

aristas basales de una cara lateral; en la figura
23, la distancia (1) entre las aristas AD vy
A'D’esla L MN = A'E =

Para caleular la _superficie lateral en el
troncoe de piramide recta-regular basta cal-
cular la superficie de una cara segin la formula
del trapecio (N 257) y multiplicarla por €l ni-
“mero de caras. En efecto:

Superficie | cara lateral = = er_a “p
3 - n(a’ +a’)
Superficie n caras laterales = ——>—— - p

: = nalrneat
obien: 8 = ————— - p;

n-a
. pero: { = 7 ; .
P n:a” = 2s” (perimetro base superior)

= 25’ (perimetro base inferior)

Luepo:
2 Fﬁs’ + 25"
S = 2
finalmente: =(s +5)-p

Es decir: “La superficie lateral de una pira-
mide truncada recta regular es igual a la suma
de los semiperimetros de las bases por la apote-
ma lateral’.

La supeicie total sera:

b)S =5 +B, +B;

»El volumen de wun tronco de piramide

cualguiera es igual a la tercera parte de su altura

por la suma de las superficies de las dos

bases y mas el medio geomeétrico de ellas«.

Es decir:

¢ | V=2(B +B +VB B)

(La demeostracion de esta formula esta en

‘seguida).

440. VOLUMEN DEL TRONCO DE
PIRAMIDE:
Sea h; =CO la altura de la pirdmide total de
superficie basal B;; CO’ =hy la altura de la
piramide complementaria de base By; OO’ =h
la altura del tronco de pirimide (Fig. 23).
El volumen del tronco es igual a la diferen-
cia entre los volumenes de las dos piramides de
altura CO y CO’. Luego:

V=+B -h — +B-h
peroh, = h + h,
V=3B (h+h) - 5B h

V= sBih+ +Bh— =B h

a) V. = 4B : h+h (B —By);
calcularemos h; que no pertenece al tronco.

Como segun el N® 432 las areas de las bases
son proporcionales a los cuadrados de sus distan-
cias a la ciispide, podremos escribir que:

B h* 5
— = h} ; Se extrae raiz, resultando: .

i

B
h VB b /B -VE
— =——: se descompone: . -
h B i e
: h \/
pero hy —h; =h; luego h; = _

racionaliza el denominador amphﬁcando por

(VB ++/By).
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Se obtiene hy =

hy/ B: (v/ By ++/ By)
B —B

este valoren a):

hv/B: (/B +/By)
B—B

1 1
V=B hit=- - (Be—183)

Se efectva el producto:
1
= "3‘B1'h+ -;)' h\," Bl‘Bz + —é'h 'B2

finalmente: ¢)

V=%-(B; + B +v/Bi:By)

Luego: el volumen de un troneo de pirami-
de es igual al producto de la tercera parte de su
altura por la suma de sus dos bases mas el medio
geomeétrico de ellas.

441. Determinar el volumen de un tronco de pi-
ramide de bases B y b, siendo h la altura de la pi-
ramide complementaria.

Solucidn: Sea la altura del tronco 00’ = x;

CO’ = h (Fig. 23).

Como las superficies de las bases son pro-
porcionales a los cuadrades de sus distancias
a la caspide, resulta: ' ;

B (L]?)—:- ; se extrae raiz a ambos miembros:
ﬂ _ x+h
ey
. =M.:B;_:hﬂ S il o T
se obtiene:
_MV/EE
5L

que es la altura del tronco, sustituyendo este va-

J304(

, se reemplaza

lor en la formula c) se obtiene:

v 2VBDE Y Bib+ /B b

Multip.li.cando y reduciendo se obtiene
finalmente: ' '

V =+ .(ByvB:b-b)

442. En un tronco de piramide recta-regular
exagonal las aristas basales miden 30 y 10 cm
respectivamente; la arista lateral mide 25 cm.

Calcular la superficie total y el volumen
(Fig. 24).

Fig 24

"7,

%?’.-. .

Solucion: Se calcula p en el A BEC
(% rectoen E)_: en el cual

EE=25;-§E=3'2—D-—1£-=1001-11;

luego:

o _=ﬁ:’ - BE?
ot =25 —10° = 525;
p =5+/21cm.
)8 =(+5)p =(2+F) -5 2=
= § = 600v/ 21 cm’

Como las bases son exagonos regulares, se
ohtiene:

OA = AB =30cmyOD = DC = 10cm.

. Lu;:go, la base inferior mide:

B, =>r\/3 (Ver N° 355-C)).

B, =5 (30)'\/3 = 1350/ 3 cm’
Anilogamente, la base superior mide:

B2.=_g_.rlz\/3

B, =3 -(10)'-/3 =150 /3 cm

R R R T T T TR I TR
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Por lo tanto, 1 superficie total es:
600 v/ 21 +1350 /3 +150 /3 =
- 3002V 21 +5/3) cm?

Para calcular el volumen debemos calcu-
lar primero la altura h =00’ que es igual a la L
Se calcula h en el A AFD, en el cual

AF =30 - 10 = 20 cm.

&
1l

FD' = AD* - AF
W =25 =2¢f
. =225
h =15cm

. Luego:

V = 2 (B +B, + /B, By)
sustituyéndq,‘quedéﬂ
V =£.31350 /3 + 150/ +
+1/ 1350 -\/3-1501/3)
V = 5.(15004/3 +/1350-150- 3)
V = 54{15'00\/§+\/9——f5(1m

V =5:(15001/3 +450\_/?) 
.V = 9750_-\/? (cm’®)

443. TRONCO DE CONO O CONO
TRUNCADO

1) Se obtiene al cortar un cono por un plano //a

la base (Fig. 25).

Fig. 25

2)Es un cuerpo de revolucion que se
engendra al girar en 360° un trapecio rectangulo
AOO’D en torno a su lado OO’ | a las bases.
Este lado OO’ es el eje del cono truncado y el lado
AD que engendra el manto es la generatriz.

3) O bien, se engendra por la rotacion de -
un trapecio isosceles ABCD en 180° en torno a
la simetral OO’ de sus bases.

4) También se le puede considerar como una
pirdmide truncada regular de infinitas caras
laterales infinitamente pequefias. Luego, son
validas las mismas formulas de Ia pirdmide trun-
cada. Es decir:

S = (s+s) - p Para el cono truncado
se tiene: '

s =28 =xrip =¢
Resulta:

4 | SR by

Las superficies basales son:
Bi = RSBy =t
La superficie total:
B S =5+B, +B
(B +B, +\/ B B,

r R* yel

Su volumen: V =
reemplazando cl' valor de §;, =
B: =« 7, resulta:

0 V-Ib R 4+F4R D)

L : -
444. Calcular la superficie total y el volumen de
un cono truncado cuyos radios basales miden 20
y 12 em;y sugeneratriz 17 cm.

Fig. 26

 Solucidn: (Fig. 26).
a) & =xg-(R+1)
& =x - 17(20 +12) =544 x (cm)
b) B; =z R® = 400x (cm®)
B; =27 =144x (em®)
luego:

S = 544x +400x + 1445 = 1088« (em?)
)305( -



Q) V= ”3h (R®*+ 1 +R .1r); previamente

se debe calcular h en el A AED, segin el Coro-
lario de Pitagoras, en el cual 5

AD=17; AE=R -r=20-12= 8cm.
Luego:
h =g —AE' =17" -8 =225
. h=15em.
- Resulta:

V = 137 (400 +144 +240) =3940 7 (cm’)

445. Demostrar que la superficie lateral de un
tronco de cono recto es igual a su altura por la
longitud de la © de radio igual a la .L trazada en
el punto medio de la generatriz y comprendida
entre ésta y el eje (Fig. 27).

Fig 27

H.) eje OO’ L bases (AB) y (DC)
BM = MC;
MF L BC; MF = p; OO’ =h.
T.)S =2xp-h '

D.) Se traza ME // OB y C_Hlaﬁ resultando

A CHB ~ A MEF; luego:

1) ME CH

MF ~ CB _
.Como ME es la mediana del trapecio OBCO’,

se tiene que

T R
ME = —5* -2 -(R +1)

Reemplazando los valores - correspondien-
tes en 1), se obtiene:

2p-h =g-(R+r);

multiplicando pof::r I‘g’:sult-a:

)36

tancia constante ¢s el radio de ella.

22p-h =xg-(R +01)
pero segin N°443-a:§ =n g-(R +r)

luego: a) S =2xp-h

Esta formula sera de gran utilidad en la es-
fera. '

446. ESFERA
Es el lugar Geométrico de todos los puntos del
espacio que equidistan de un punto dado. Es-
te punto se llama »centro de la esfera¢ y la dis-

También es un cuerpo de revolucién y se
engendra por la rotacién en 360° de un semi-
circulo (por ¢j. AB) en torno a su diametro AB;

o bien, de un circulo en 180° en torno a su dia-
metro (Fig. 28). :

1) Circulos
se determinan al cortar la esfera por un plane:
que pasa por el centro. Porej. © (AB) 0 © (CD)
(Fig. 28).

mdximos: son aquéllos que

2) Segmento esférico es la parte de la es-
fera comprendida entre dos planos // que cor=
tan la esfera. Los planos (PQ) y (RS) determi-
nan el segmento esférico (RSQP) (Fig. 29).




3) Zona esférica es la superficie curva

del segmento esféerico. _ 7

4) Al cortar una esfera sélo por un plano
(AB) se determina un casquete esférico (ABC):
(Fig. 29). se puede considerar como un seg-
mento esférico cuando uno de los planos es tan-
gente a la esfera, o sea cuando uno de los circulos
se reduce al punto de tangencia que pasa a ser el
vertice C del casquete.

5) Huso esférico es una parte de la super-
ficie de la esfera: limitada por dos semicircun-
ferencias maximas de didmetro comin PQ (Fig.
30).

Fig. 30

6) Cuna o inglete esférico es una parte
de la esfera comprendida entre dos semicircn-
los. de didmetro comun. El % diedro « que for-
man estos dos semicirculos se llama amplitud
del huso o abertura de la cunia (Fig. 30).

7) Sector' esférico es la parte de la esfe-
ra que se engendra al girar un sector circular
(OB’PB) en torno a un diametro PQ. Sobre
la  superficie de la esfera limita una zona esféri-
ca o un casquete esférico. En este tltimo easo el
sector esferico es la parte de la esfera que esta
limitada por un cono cuya cuspide esta en el cen-
tro de la esfera y por el casquete esférico corres-
pondiente (Fig. 31).

Fig 37

o) Anillo esférico es la parte de la esfera
engendrada por un sector circular al girar en
torno a un diametro (Fig. 32). '

9) Superficie de la zona y casquete esféri-
co. Los infinitos @ maéxima que tienen por dia-
metro CH determinan en la zona esférica arcos
iguales tales como (Fig. 29) PR — @ =
Trazando las cuerdas _P_R, @, ... de estos arcos
se forma un tronco de cono de generatriz QS.
Luego la superficie lateral de este tronco de cono
sera de acuerdo al Teorema del N® 445, igual a*
la © de radio MO multiplicada por la altura
EF = hdel tronco de cono RSQP. Es decir:

a)S =2xMO-h

Pero si la altura h es infinitamente peque-
fia la cuerda QS se hace igual al arco @, y en
consecuencia la L MO coincide con'el radio R
de la esfera. :

Para calcular la superfice de la zona
(RSQP) habria que dividir la altura EF =h en

partes infinitamente pequenas (ai, a;... 4,)

trazar por estas partes- planos paralelos a las
anteriores que determinarin infinitas zonas
cuyas superficies se determinaran por la formu-
la anterior a). Sumando las superficies parcia-
les S;, S; ... S,, de todas ellas se tendra la

_ superficie de la zona (RSQP) de altura EF =h.

De este modo se obtiene (Fig, 29):

"5 =27 R -a

S =2xR a2y
+

S: =27 R -a,

S=2?I.'R'(E11 = s Lol +E1").
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pero:
ap +ag ... +2, = hluego:

b) S =2xR-h

Igual raciocinio se sigue para el casquete
esférico llegandose a igual resultado.

Luego: “la superficie de una zona o de un
casquete esférico es igual a la @ de un circulo
maximo por la altura de la zona o del casquete””. |

Si la esfera se corta solo por un circulo ma-
ximo se forman dos semiesferas (o hemisferios)
que son casquetes de altura igual al radio R
~ de la esfera. Por lo tanto, la superficie de una se-
miesfera es, segun b): '

§=2xR:-R =2xR?

y 12 superficie total de la esfera sera el doble.
Luego:

C) §=4.-r R

-Es decir: »La superﬁcie_dé una esfera es el
cuadruplo de la superficie de uno de sus circulos
maximos®.

10) Volumen de la esfera: Si se divide la
superficie de la esfera en partes iguales (como
la ABCD que se obtiene al cortarse dos meridia-
nos con dos paralelos) y se'unen su perimetro
con el centro O de la esfera se obtiene una serie

de piramides de altura R y base ABCD =b. El.

volumen de una de estas piramides es (Fig. 33):

V; =:—;b‘1'-l

Fig. 33

Si estas piramides son de base infinitamen-
te pequefia, la suma de las bases de las infinitas
pirdmides que se forman dara la superficie de la
‘esfera, y la altura de todas ellas serd el radio R.’
~ de ldesfera. Luego resulta:
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" men de dos esferas que tienen por superficie %

S =4x R’ ..

V, = 5 bR
+ y
V. = 3 bR

Sumando, se obtiene:

VoS RBan T why
pero

by+by +... + b =4x R
luego: I

V = % R-4x R%; lo que da:

d) | V=3xF

O en funcién del didmetro D = 2R.

se obtiene:

€) N =%D

447. ;Cuél es el volumen y la superficie de una
esfera cuyo volumen es igual a la suma del volu-

y 8?7

Solucion: Se calculan los radios R; y Ry
de las esferas 5; v'&; :

S, =4xR .- Ro= %\/E

Como V, =V; +V,, resulta:

Voot (3VE) + 4 (3V2)




Calcularemos el radio x de esta esfera:

AV 2 /2

de donde:

3
-x=\._/s—: eta N

: luego:

5=4”’=4;\/(—§‘;\/:S‘-+ ==
finalmente: . ' |

S is  sT sy
VEVS 5V

S

448. A un cilindro se le inscribe una esfera y un
cono. ;En qué razon estan los volumenes de estos
tres cuerpos? (Este problema fue resuelto por

. Arquimedes).

Solucion: Siendo R el radio de la esfera, la
altura del cilindro y la del cono es h =2R; luego
(Fig. 34):

V; (cono) = %‘WR“ -h= -%— »R®
V; (esfera) = 4+ = R®
V; (cilindro) = x R* - h =2~ R®

Vi:Vo: V, =32--;Ra:—g-xR2:21rRa

VitVe:Vp=% 4
V}_:VQI:V3=2 4 6
Vl:vz:V3=I 12 + 3

* Ademas resulta:

Veir = Coone + vu,f

449. Determinar la arista de un octaedro regular
que tiene | m’ de volumen (ver N° 435).

Fig. 35

Solucion (Fig. 35): Sea la arista
AB=BC=BD =. . =x

Luego:
AD = x\/ 2y ademas:
0 = 3v7

h* = AC' — AO’ (Corolario Pitag.)

- 2% 245
Bowahi e
. h = 3 /2 El'volumen del octaedro es el
doble de la piraimide ABDEC.

Es decir:

V (octaedro) = 2 -+(ABDE) - CO =

x =/ 3V Iml - % Y [l

450. En una esfera se inscribe un rectangulo
ABCD cuya diagonal mide 1,2 cm y la distancia
entre el centro de la esfera y el punto de intersec-
cion de las diagonales mide 0,8 cm.

Fig. 36

N\

oo
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Caleular: 1) el radio de la esfera. 2) la ra-

26n entre la superficie de los casquetes esféricos

determinados por el rectangulo.
Solucion (Fig. 36):
AC = 12cm . . AM = 0,6 cm;

OM = 0.8 cm,

SeaR = x; MF =x — 0,8;

como el A FEA es rectangulo, segtin el 2° Teo-
rema de Euclides resulta:

AM’ = MF - ME

0,36

(x —0,8) - (x +0,8)

036 =x* —0,64

Il

“ =1.".R =1cm

S =2rR-h; =2rxR-(1 =0,8) .=0,2-27rRI.
S, =2rR-h, =2rR(1 +0,8) =1.8-2rR-

5 0,2

e
Sioa TR S

457. CONSTRUCCION DE MODELOS

DE CUERPOS :
A continuacién se indica el desarrollo de los cin-
co poliedros regulares y de algunos otros cuerpos

geometricos.

Su construccion puede darse de Yrarea“
para que los alumnos distingan concretamente
y no solo en un dibujo, lo que es la apotema lateral
y la apotema.'basal, las caras laterales y las basa-
les, aristas basales y laterales, etc.

Para esto pueden construirse modelos
chicos en cartulina de modo que puedan pegar-
se convenientemente (sélo una cara o la base) en
el cuaderno y poder, de esta manera, armarlos
cuando sea necesario. O bien, construir mode-
los mas grandes en carton o en plastico trans-
parente que pueden servir para exposiciones
de material didactico de los alumnos. Con el ma-
terial plastico se pueden agregar, €n su interior,
las diagonales hechas con hilos de colores, las

- alturas, los planos diagonales, etc.
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- perficie curva (manto del cilindro) es un rec-

En los desarrollos de los cuerpos que se in-
dican se han agregado franjas »achuradas¢ que,
al ser engomadas, serviran de union con las caras
vecinas y poder, de esta manera, dejar el cuerpo,
formado en forma definitiva.

A) Cubo o hexaedro regular. El desarrollo
de su superficie se compone de seis .cuadrados

congruentes.

B) Tetraedro regular. El desarrollo de
su superficie se compone de cuatro triangules

equilateros congruentes.

C) Octaedro regular. El desarrollo de su
superficie se compone de ocho triangulos equi-

lateros congruentes.

D) Dodecaedro Tegular. Se ' compone de :
doce pentagonos regulares congruentes.

E) lgo.sae'dro regular. Se compone ‘de 20
triangulos equilateros congruentes.

F) Paralelepipedo rectangular. Se com-
pone de seis rectangulos congruentes de dos en
dos.

G) Prisma recto hexagonal. Su superficie
lateral se desarrolla en seis rectangulos con-
gruentes y Su superficie basal, en dos hexagonos

regulares congruentes.

H) Cilindro recto. El desarrollo de la su-

tangulo que tiene por lados la altura del cilindro
y la longitud de la circunferencia basal.

I) Cono recto. El desarrollo de la ‘supetfi-
cie curva (manto del cono) es un sector circular
que tiene por radio a la generatriz del cono v por

arco la longitud de la circunferencia basal.

J) Tronco de pirdmide irregular. El de-
sarrollo de la superficie lateral del caso presen-
tado se compone de trapecios no cONgruentes.
Ademas, las bases corresponden a dos poligo-

nos semejantes.

Observacion: Para la construccion  del
cilindro y del cono consultar las soluciones de la-
wrectificacion de la circunferenciad dadas en el

N® 390.
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1)

2)

3)

5)

452. TEST _
_Coloque dentro del parentesis una PV« si lo

que se afirma es verdadero o una »F« si es falso.

(...) La generatriz de un cono recto mi-
de el doble del radio basal. Se afirma que
la razon entre el area basal y el area del
manto es 1:2.

cono  recto

(-..) La generatriz de un

es el doble del radio basal. Se afirma que

el volumen de la esfera circunscrita al

cono:en funcion del radio basal es:
V = %%- xr' /3

(.-) En un clindro recto su altura y
su radio basal son entre si como 8:3.
Se afirma que la razén entre el volumen

de este cilindro y el de la esfera circuns-

crita a el es 54:125.
(...) En
es igual al diametro basal. Se arcuns-

un cono recto la generatriz
cribe una esfera a este cono, 'y, €n segui-
da, a esta esfera sé le circunscribe un
cilindro recto.

Se afirma que la razon entre los volumenes
de estos tres cuerpos es 9:32:48.

(...) Por el punto medio de una arista
lateral de

octogonal se traza un plano paralelo

una piramide

a la base.

recta-regular

6)

7

8)

9

Se afirma que la nueva piramide es 1/8
del volumen de la piramide primitiva.

(...) Si en el problema anterior la base
€s un hcx'égdno. regular el volumen de la
nueva piramide es 1/16 del volumen
de la pirdmide primitiva.

(...)Si en el problema anterior la pi-
ramide es oblicua en vez de recta, la razon
entre la nueva pirdmide y la prim‘i'u'vé es
1/8

cualquiera que sea el poligono

" basal.

(...) En una piramide de base octogo-
nal se traza un plano paralelo a la base
por el punto qﬁe divide a la altura en la
razén 3:5a partir del vértice.

Se dfirma que la razén entre los voli-
menes de los cuerpos resultantes es 9:55.

(...) Los catetos de un triangulo rec-
tangulo miden 6 y 8 cm. Se afirma que
al girar en 360° en torno a la hipotenusa
se engendra un cuerpo cuyo volumen es
76,87 cm’.

10) (...) El lado de un tridngulo equilitero

‘mide 2a. Se afirma que al hacerlo girar
en torno a su altura se engendra un cuerpo
cuya superficie total mide 3¢ 2°. : :

)818( .



1) (. El lado de un trisngulo equilite-
ro mide 2a. Se afirma que al hacerlo girar
en torno a un lado se engendra un'cuerpo
cuya superficie total mide 4 2° \/_3

12), (...) El lado de un tridngulo equila-
tero mide 2a. Se afirma que el volumen
del cuerpe que se engendra al girar este
triangulo en torno a su altura es
e

13) (...) El lado de un triangulo equila-
tero mide 2a.

Se afirma que al girar en torno a su lado
en 360° se genera un cuerpo cuyo volumen

es2ra.

14) (...) Las diagoﬁales de un rombo miden
10 cmy 24 em.
Se afirma que al hacerlo girar en 360° en
torno a un lado se engendra un cuerp.o

cuya superficie total mide 4807 cm®.

15) (...) Las diagonales de un rombo miden
10 ¢cm y 24 cm. Se afirma que el volumen
del cuerpo que se engendra al hacerlo girar
en 360° en torno a un lado es 120 em®. -

16) (...) Un  triangulo. ‘estd  determinado
por los puntos A(3;2), B (5;10), € (3;5).
Al girar el A ABC en torno al eje de las
abscisas en 360° y considerando 7= =
= 3,14 y las raices que aparezcan con dos
decimales, “se obtiene un Cuerpo cuya
superficie total mide 630,29.

{7) (...) Un tridngulo csta determinado por
los puntos A(3;2), B(5;10), C(3;5). Se
afirma que al hacer girar ¢l A ABC en

360° en torno al eje de las ordenadas se
engendra un cuerpo cuya superficie total
mide 398.91.

18) (.) El mismo tridngulo del proble-

ma anterior ‘al girar en 360° en torno
al eje de las X engendra un cuerpo cuyo
volumenes 34 - r.

19) (...) El
girar en torno al eje de las Y, se afirma

mismo tridngulo  anterior al
que engendra un cuerpo cuyo volumen

es22r.

20) (...) Se afirma que para que la super-
ficie: del manto de un cono recto sea
el cruadruplo de la superficie basal,
su altura debe medir r -/ 15.

21) (...)Un trazo esta determinado por

 los puntos A(]U_; —4), B(2:;2). Se afir-
ma que al girar este trazo en 360° en torno
al eje de las ordenadas se obtierie una su-
perficie curva que mide 120 7. '

22) {...) Un trapecic estd determinado por
los puntos A (O; —4), B(10; —4), C(2, 2),

~D(0O;2). Se afirma que el volumen del
cuerpo que se engendra al girar 360°
entorno a las Y mide 248 x.

23) {...) En una. circunferencia de 10 cm de
radio se inscribe un trapecio isosceles
de 16 em y 12 cm de bases. Al girar sélo
el trapecio en torno a la simetral de las

" bases se afirma que se engendra un cuerpo

cuya superficie toral mide 2407 em’.

24) (...) Se afirma que el mismo trapecio
anterior engendra un cuerpo cuyo volu-

men mide 690 5 7 cm’ .

i




38 UNIDAD (Dﬂ‘lﬁ_;(’_;.'\') 5 A RAVEDR &

Cuerpos y superficies de revolucién. Teoremas de Guldin. La cufia o inglete esférico. Huso

esférico. Volumen del “toro’’.

453. Los principales cuerpos de revolucién que
hemos ya estudiado son el cilindro, el cono, el
tronco de cono y la esfera. Ahora, resolvere-
mos algunos problemas sobre ellos:

1)Un A

equilitero gira primero en

torno a su altura y después en torno a un lado. « -

¢En qué razén se encuentran los volimenes de

los cuerpos engendradas?

Solucion: E
Sea sulado = 2a; luego sualturah = ay/ 3.

1°. Se engendra un cono de altura
CM = a/3,
de generatriz KE = 2ay radio AM = a (Fig. 1).

.VI =—;1rr2-h =%,r St aﬁ:%arrﬁ

2°. Se engendran dos conos. de base co-

mun CD, altura AM = MB = a y generatriz
AC = AD = 2a (Fig.2). :

C

g Fig. 2
2a =

<
1]
Il
[5%]
{
ﬂb-
=
Il
(1
=t
(%) 1 =
B
(5
Il
[~
=
(]
&

La razon pedida es:

3

b b 3
WA W
\/_2 2«83 d G

2) A una @ de radio 10 cm se le inscri-

be un trapecio isdsceles de perimetro

100 c¢m; el conjunto gira en torno a la simetral
de las bases. ;Cuanto mide el volumen del cuerpo
comprendido entre el volumen del cuerpo en-
gendrado por el trapecio y el volumen del
cuerpo engendrado porla ©?

Solucion (Fig. 3):

Sea p = 10 cm; 2s = 100 cm.

Como es un cuadrilitero circunscriptible
sc tiene que: :

a+c=b+d=5=50cm

Ademas, por ser trapecio isosceles

b =d=25em.

Como h = 20 c¢m, resulta aplicando el Co-
rolario de Pitagorasal A EBC:

p. =b —h =25 =20 =225
luegop = 15 cm; o sea:

AE’ = EB =p = 15cm.

Comoa + ¢ =50cmysiendoa =2p +¢
resulta:

2-15 + ¢ + ¢ = 50dedonde:

c= iOEm;a — 40cm.

Los.cuerpos engendrados son (Fig. 3):




1°. un tronco de cono de radios basales
AM =20 cm y DN = 5 cm, de altura MN =
= 20 cm y generatriz AD = 25 em.

2°. una esfera de radio p =10cm

1°. V, (tronco cono) = ’—.ih R+*+R-r)

- 20
V; — x3

(20°+ 5" +20 :5) =

i 105£0ﬁ = 3500 (cm®)
2°. V» ,1'%1 R? =~§~:r 10 = @ x (em®)

A Vy 1V, =0 . 4000 _ 59

) ViV, = 890 onf

~ 3) Las diagonales de un rombo miden
8 y 6 cm. Calcular el volumen deél cuerpo en-
gendrado al girar el rombo en torno a un lado.

Fig. 4

- Solucidn: Como las diégonales del rombo
son perpendiculares, el lado (Fig. 4)

AB =/4 +3 =\/25 =5.

Se _c:ngendra el cono (D’DA) mas cilin-
dro (C’CD’D) y menos cono C'CB. Pero
como A D’'DA ~ C!CB, queda siolo un vo-
lumen equivalente al del clindre (C’CDD’)
de radio basal: DH.

El problema es, por lo tanto, calcular
- DH. Pero como el drea del rombo es igual
al - semiproducto- de sus diagonales, o bien,

a su base por su altura, resulta:

Area ‘=¥ = 24 cm®
Area = AB-DH =5-DH

~)s18(

luego:
DH = '—25‘1 = 4.8 em = radio del cilindro.
Por lo tanto:

el e e T

4)En un  sistema cartesiano se unen
los puntes A (1, =3); B (5, —1)y C @&, 1).
El A que determinan gira en torno al eje
de las ordenadas. Calcular el volumen del cuerpo
engendrado por el tridngulo.

4 Fig 5

Solucion:
Se engendra (Fig. 5):
1% troneco de cono de radios basales:

BD =5yCC = 4;alturaC’D = 2.

2°. tronco de cono de radios basales
DB =5yEA = 1;altura DE = 2.

3° A la suma de los dos anteriores

se debe restar el tronco de cono de radios basales
CC =4yEA = 1; alturaC’E = 4.
Luego: ' '

Vi =22 (5% 44 45.4) = 12z

Ve =52 (3 4 1?45.1) =%

184

122x
3 3

Vi V= +0r

Vo = I @ 412 440 =82

Luego el volumen pedido = igﬂir = 33%—11-.

6) Las
miden 24 em y 8 cm respectivamente y su

bases de un trapecio isosceles

lado 10 cm. ;En qué razén se encuentran los
volumenes de los cuerpos engendrados cuando

.gira: a) en torno a'la simetral de las bases, b) en




torno a la base mayor y ¢) en torno a la base

menor? L
N .—I\-—-—\ =
D N C Fig. 6
, ; ) ;

2 i
. 1
10 h=6 :
i
- I

A E M) F B

12
Solucién:

a) Se engendra un tronco de cono de
"R =12, =4yh =100 - &; 0 sea
h = 6.em. Luego (Fig. 6):

Vi = 2 (R 41" +R-1) = 258 (144 416 +48) =
V, =4167 (cm®)

b) Se engendra un cilindro (EFCD) de

radio CF =6 cm, altura EF =8 c¢m, més dos
conos congruentes (EDA) y (CFB) de radio
CF =DE =6 cm y altura AE=FB = 8. Luego:
(Fig 6.

Vi =x-6-8+ 2 r68=480r (cm’)

c) Se engendra el cilindro ABB’A’ menos

dos conos A’AD (que es congruente con el cono
BB’C). Luego: (Fig. 7).

Vs =x:6":24 - 2 .68 =672xr cm’

Por lo tanto, la razon entre los voliimenes

engendrados es: :
- ViiVerVy =416 7:4807:672 x;
simplificando por 32 x resulta:

Vi: VeV =13:15:21

6) Las bases de un trapecio rectingulo mi-

den 12 y 4 em; el lado nol mide 10 cm. Giran su-

cesivamente en torno al lado .l a las bases, en
torno a la base mayor y en torno a la base menor.
* Caleular la razén entre los 3 volamenes en-
gendrados.

Fig. 8

Solucién: :
a) Se. engendra un cono truncado (Fig. 8):
R =12em,r=4emyg = 10cm.
. h* =10 -8 =36 .. h=6
Vi =52 RP +7 +R-p)
CVy =50 (144 +16 +48) .V, = 4167 (emd)

b) Se engendra un cono de r=6 cm, h=8
cm yuncilindroder = 6emyh = 4cm. (Fig. 9).

A
] 19 8N\ Fig.9

A,
N

B T

¥ 2z
Ve =8 g = 240, (o)

c) Se engendra un cilindro de r=6 cm
y altura de 12 cm, menos un cono de r =6 cm y

_h =8 cm. (Fig. 10).

Fig. 19

Y

\
/
1

o

N

Z.

N\

Vo—r 612 B g
Luego:
ViiVeiVy = 416 7 :240x; 336
simplificando por 167 queda:
Vi:Va:V; =26:15:21
7 Culoilsr Sl B L eriarado por
la revolucion de un paralelogramo, dados sus

)$17




dos lados a y b en torno de su lado b, siendo

Fig. 11

Solucion (Fig. 11):
V = Volumen engendrado = cilindro

AA’D’D + cono DD'C — cono AA’B; pero los
conos son = luego V = cilindro AA'T’D); en el

A DNC: se tiene X CDN = 30°; luego DN ="

= altura A equilitero de lado CD = a, luego:
CN =%;ﬁﬁ=. %\/_3 =r;MN =b

"V =xrh =7 (53 b..V=3rab
8) Un trapecio isosceles de 60° = « de bases

ay 5 gira en torno a uno de sus lados.

-

Calcular el volumen y superficie del cuerpo
engendrado.

Solucion (Fig. 12):

V. = vol. engendrado '= cono BB’A + tronco
cono BB’C’C — cono CC’D o bien:
V. = cono BB’A + cono BB’D’ — 2 conos
cep :

AD' =a;BD =53 -

MC -4 /3

V =2 - (cono BB’A — cono CC’D")
VS GV - (VI

)318(

B kY
RIS

24
= &3 G oaN - 2T 8 7 3
V—ar(?a 643)—T7r zga—ﬁwa
T

9) El volumen de un cono de revolucion
8 a: :
es 320 x cm’. Si su altura es 15 em ;cuénto
mide la superficie lateral (manto)?

Fig. 13

Solucion (Fig. 13);
V=arr-h
320r = g 15
luego
= 64;dedonder = 8 cm
 Ademss:
g=h +7 =15 +8 =289
de donde:
g =17cm

Finalmente:

S =xrg =7 -8:17 = 136 (=) 427,26 cm”.

10) Los véftices de un triangule son
A (O, -3), B (12, —3) y C (6;53). Calcular la
superficie total y el volumen del cuerpo engen-
drado al girar el tridngulo en torno al eje de las

ordenadas.

Fig. 14

Solucion (Fig. 14):

4
Se engendra el tronco de cono B'BCC &

menos el cono CC2A,

1°. Tronco cono de altura AA® = 8: radios

~ basales AB = 12 y A’'C’ = 6; y generatriz AC:

J




AC =8 6 =10 - 1%) Tronco cono (A’ABB’) de altura
MP M2 -3 -9
y radios basales PB =8 y MA =4

Vi=S R 4P +RD)

Vi = 258 (12 46 +12:6) =672+ 55
- Vi = 55= (8" +4" +84) = 3367

2°. S (manto del tronco) =
- 2°. Tronco cono (BBC'C) de altura
(R 4+r) =7-10 (12 +6) =180 =
78 - (R +r) =7-10( ) T NP =12 —7 =5
B, = R* = 144,

|
|
|
i
|

Vo IR @448 B a 1865,
B, =nr =367 :

3%, Cilindro A’ACC’ de altura
Luego:

S’ (tronco cono) = MN- =7 =3 =14

" = g S 1 23
b0 & 16 s e s Vs =x ' -h =r-4%4 =64 r

3° cono: V; — & P £ (6" -8 = %6z = Luegﬁ. cl‘_volume.n del cuerpo engendrado
_ por A ABCes:
S (cono) =wxr1g=1-6-10 = 60x

V=V, =V, V5 = 3367 —186 5 7 —64r =855
B =x0 =1-6" =367 '
B (on) & 60s 4360 = U0y 12) En un slist‘ema cartesiano la:.s €o0T-
denadas de los vertices de un trapezoide son

Luego: A (O, —6), B (10, ~2), C (10,4) y D (5.8).
a) Superficie del cuerpo engendrado es 8: Calcular el volumen del cuerpo engendrado
S = 5 lironca)+ 5 (eon6) 1 Base mayor tronco— al girar en torno al qis de las ordenadas.

Solucion: Se engendra: el cono ABB’,
+ cilindro BCC’B’, + tronco de cono C’CDD’

5 = 180x + 60x + 144nx = 3841:.
: — cono DD’A. (Fig. 16).

b) Volumen del cuerpo engendrado V:
V = vol. tronco — vol. cono = V; =V,

<V =672x — 95 =576% -

1

11) Las coordenadas de los vertices de
un A son A (4,3), B (8,12) y C (47). Si el
A gira en torno al eje de las-ordenadas jcual

es el volumen del cuerpo engendrado?
Solucion: Se engendra el tronco. de cono
“ (A’BB’) menos el tronco de cono (C’CBB’)
y menos el cilindro (A’ACC”). (Fig. 15).

ssiy -

Sl

1°. Cono ABB’ de radio PB =10 y altura

2; ' A PA =4 -
W Voodothodeao - ind,
\E 2°. Cilindro BCC’B’ de radio PB=10
\\':} yaltura BC = 6 :
| .
\L__.___.M V, =x-h =z - (10)*-6 = 600x
3°. Tronco cono C'CDD’ de altura
N = 4 yradiosbasalesNC = 10 yMD = 5.

" )319¢




_ J00x
TR

x —23331'

4>, Cono (DD’A) de radio MD =5 y altu-
ra AM =14. ,

V= .%_ rfh = 1_1'_ x- (5714

=._3_5%1.*_ = 116_—%—:

Luego el volumen V del cuerpo engendra-
do es:

= (Vi +Vy +V3)= V, =966 5 r — 23 =850x
13) Los catetos de un triangulo recténgu-.
lo miden 15 ¢m y 20 ¢m. Caleular el volumen
del cuerpo que se engendra al girar un torno:
a) al cateto menor; b) al cateto mayur )

ala hlpolt;nusa d)a la altura.

14) Los catetos de- un triangulo rectingu-
lo miden 60 cm y 80 cm. Calcular la razén entre
los volumenes de los cuerpos engendrados al
girar sucesivamente un torno a sus tres lados y
a sualtura.

454. PROBLEMAS VARIOS RESUELTOS

1) En una semicircunferencia de diadmetro
AB se aplica una cuerda AC =/; se une B con
C. C_alcﬁlar el volumen y la superficie del cuer-
'po que se engendra al girar el A ABC en tor-

no al didmetro AB.

Solucién (Fig. 17):
AC = lg = r;: resulta

BC =2ps =2: 53 =3 =
Como A AOC es cquilitero de lado =

- sualturaes:

b33

Al girar se engendran dos conos de ra-
dios = h

1" cone HCA: tiene por altura
AH = 7 ,gencratrizAC =r

y radio basal CH = 5 /3.
La superficie de su manto es;

S =I'l‘g=r%\/3-r =-£-2]:'\/_3

" Suvolumen es

)

2° cono CHB: Su altura es BH '=!3—r' su
generatriz BC =rv/3 y su radio basal =5 \/_
Superﬁr:ie de su manto:
S Ly

Su volumen es:

VQ =‘£'—I;""!l ="3-‘ '('5' \/_3)2" '2-1‘ —-g—rl‘

Luego: BE L

a) La _superficie del cuerpo engendrado
es: 3
5=545-3L /343, 2 -EL (/343

b) El volumen del cuerpo es:

L A

V.=V|+V2— I}+ :rra-—-z-n-r?

2) En  una semicircunferencia de dia-

metro AB =2r se aplica una cuerda AD =/
y otra BC=A4s. Se une D con C. Caleular
la' superficie y el volumen del cuerpo que se
engendra al girar el cuadrilatero ABCD en
torno al diametro AB.




Solucién: (Fig. 18);
Se tiene que:

=l =1;BC =£,,. =r\/m
=4 =r/2(3DOC = 90°)

= V3 .(alfura‘ A equilatero lado 7)
= 5 (porqueCC’ = = 1) :

T

=

-5 (2 —+/3) (ver N° 392-8 o Teorema

Pitagoras al A CEB)

HE -2-3 -3 V3 =3(1+V3)
Al girar el A AHD engendra un cono,

Hozd Z 8y

el trapecio DHEC engendra un tronco de cono
yel A CEB otro cono.

7" Cono HDA: altura AH = 5 ; genera-
trizmzr;radio=~£-\/ =W

Suvolumenes:
"(‘LV 3)" 3
Nie “z how _..2,._3_ =z
2°. Tronco cono: DHEC: de radio basa-
les DH = é-\/?yﬁ:_ -5-;
generatriz DC = rv/2; altura HE = § (1 +/3)
$ =xgR+D=x1V 2(5V 3+75)=

S = - 0/ 6+/D)

Bafm

V; =5 R +¢ +Rp) =

2O (5 + 5 V5

Vs =55 (7 +5v/3)

3°. Cono CEB: radio CE = = ;
generatriz BC =1/ 2 — 3-
S \/“ b

altura =

Luego:
a) Superficie del cuerpo engendrado:

5 - sl+sg+s3 S
LW/ EHD+H V23
L W3 +VE VI +V2 VD)
b) Volumen del cuerpo engendrado:
' v1+v,+v3-—g-+—2—(7+5\/_) +
xe 2 3=
V = 123—(3+7+5\/_3 +2 —/3) =
22 (12 44/ -
L B +VD

o
i

~ 3)En una semi © de didmetro AB =2r
se aplica una cuerda AD =l, y a continuacion
DC =/,. Seune C con B.

Calcular la superficie total y el volumen

del cuerpo que se engendra al girar el cua-

drilatero ABCD en torno al diametro.

Solucion (Fig. 19):

Se tiene

AD =4 =1/2

DC =h =1rvV/2 /2

BC =i =r\/2 —/2(porque BD = /)
OD =r

CE - -2'-—\/_ (purqueCC =)

OE =m'=‘£-_.\/_

)321(



Se engendra el cono ODA, mas el tronco
cono DOEC y mas el cono CEB.

1°. Cono ODA: radio OD = r, altura
OA =r; generatriz AD =rv/ 2.

2 =xr\/2

-3

S.l. :-n-rgzﬂ--r T

Vi =‘#—3ﬁh =T—.3I_z S e rr;

9°. Tronco DOEG: radios basales OD = r y
CE = 5 \/2; generatriz DC=r /2 — V2
altura OF =r D= g = —; v/ 2; para calcu-

lar p se aplica el 1" Teorema de Euclides

al A ABC:
BC: = AB -p
BC &Y T
)
L OE=r—502-V2) =5V2
O bien: .

=OB-OE =r—p =r-5\ 2=
- e vy

=)

+R-n =
VD i vz
L oy
V222 =

Lu.ege:

a) Superficie del cuerpo engendrado:
S=S+5%+8% =xPV2 +

VARSIV Sy
S =ILOUT AT 0D

b) Volumen del cuerpo engendrado:

“;a + ’lé (B2 +2) +

V =V1 +v! +V3 =

50 VD) -

sl e e

N

V=ZIl (4 +VD)

4) En una semicircunferencia de didmetro
AB =2r se aplica como cuerda AD =/, y a conti-
nuacién DC =ls.

Calcular la superficie del cuerpo gue se
engendra al girar en torno al didmetro la figura
formada por el didmetro AB, las cuerdas AD

._ y DC y al arco BC.

Solucion (Fig. 20):

Se tiene que:

AB =72r

AD =1 =1\/2

DC =k, =t\/2 — /3
DO =r

AO =71

Ge L —ii

g - /5

OE =py = % luegoEB = 4




Se engendra el cono ODA + tronco cono
DOEC + casquete esférico CC’B.

1°. Superficie manto del cono:

2 =x 13\/_2.

' 2°. Superficie manto del tronco cono:

FgR4D) =1 1/2 30+ 5 V3)
S e
L@ DT -
LT -VDC N D -

3°. Superficie casquete:

[ S =xmg =xr1-T

If

e
If

Il

S =27 R-h =2, 00 :FEB =2pr- 5 =xt

Luego: Superficie total del cuerpo en-
gendrado es:
S=5+5 +5 =
S‘=3~r1‘2\/—2+12ri 2433 471" =

S E O/ 4N T D)

5) En una semicircunferencia de didmetro
AB =21 se aplica la cuerda AD = i y BC = 4
Calcular la superficie del cuerpo que se engen-
dra al girar en torno al diametro AB la figura
formada por el diametro, las cuerdas AD y BC,
y el arco DC. i

Solucion (Fig. 21):
Tenemos que:

a) AD =4 =

b)B =J.’3=r

=
".CE =% Lk =32 =0E

JHE =5+ 5 7 -5 (1'+\/2)
Se engendra un cono HDA + la zona es:
férica DD’C’C + cono CEB.

1°. Cono HDA de radio Tr-\/ 3 = DH.

aituraA_H_ =% y generatriz AD =r.

s s
2°. Zona esférica
HE = - (1 +/2)
S —2sRh-oLa- T /oy)
=r U +/D
3°. Cono CEB: de radio CE = 7 v/ 2,
altura EB = 52—/ 2) Y=
generatriz. BC = r\/Z——ﬁ
S =wrg =T V21V 2-/2 =

Luego, la superficie de

DD’C’C de altura

+u€ipo engendra-
do es:

S =8 +8 +8 =

= '—2"'\/7 +x 0 (1 1/ 2) +i’2i\/4_—2-\/"=

S =ZIL (/3 +2 +2/2 +V4 -2/

6) El volumen que engendra un triangu-
lo que gira en torno a un eje que pasa por uno
de sus vertices es igual a la tercera parte de la
superficie engendrada por el lado opuesto
al vértice por la altura de este lado.
uno de los lades

" caso: el eje es

que pasa por el vértice (Fig. 22).
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H) L es el eje que pasa por C coincidiendo
con el lado BC =a. Sea, qdcmﬁs AB =c;
AC =bylaalturaCD =h.

T.) V = 5 - superf. (AB) - h

base de radio AE =t y de altura CE =p
y BE =q, respectivamente.
Es decir:

V-getptiaiog

Vv =1|-:r|3(p+q),perop +qg =a
luego: .

V = a1 a; que puede escribirse:

1 - ;
V = 5 x r - ra; como el area de un A
es semiproducto de la base por la altura, resul-
t_a ques

1
. ar = s c+hoseara =c-h

que al ser sustituida en 1) se obtiene:

2V = —i— x rch, pero = - rc es la su-
perficie lateral del cono (EAB), o sea, la su-
perficie curva engendrada por el lado AB =c.
Luego:

V = + sup. (AB) -h (q.ed).

2 caso: Si el e¢je L no coincide con nin-
gun lado se tiene (Fig. 23):

Fig 23

El volumen engendrade por el tridn-
gulo ABC es igual al volumen engendrado
~ porel A AFC menos el volumen engendrado
=i porel A BFC que tienen la misma altura h =CD.

s

D.) Se engendran dos conos de la misma

De acuerdo con el caso anterior podemos- es-

-cribir:

Vol. (ABC) = Vol. (AFC) - Vol. (BFC)
Vol. (ABC)

< sup (AF) - h — 5 Sup. (BF) -h

Vol. (ABC) = - - [sup. (AF) — sup. (BF)]

luege:

Vol. (ABC) = - h - sup. (AB)

7) Teorema: Si en una semi Q@ se di-

‘buja una poligonal regular y se unen los ex-

:
|
tremos de ella con el centro, el volumen en-
gendrado por los sectores de la poligonal al
girar en torno al diametro es igual a un tercio
de la superficie engendrada por la poligo- :

nal por el apotema de ella.

P-_-a
—_—M
B NHUNR Fig. 24
c 0
X[l
N
ok o s
a
H.) Sca AB =BC =CD =DE = . ... (Fig. 24)

p = apotema

T.) V = + sup. (ABCDE) -

D.) Se forman una serie de triangulos como
el A ABO que tienen todos la misma al-
tura p. Aplicando el teorema anterior, el
volumen total engendrado por la poligonal
es igual a la suma de los volumenes engen-
drados por estos triangulos. Es decir:

. _;_ .sup- (AB) - p + -_.13- suB_ (BC) -p +
+ -;—'sup (CD) -e + j];- SU!E‘- (DE) -p =
N % sup. (poligonal ABCDE) s F"_!,_ Sp p

siendo S, la superficie engendrada por la poji-
gonal. :



Corplario 1. Si las cuerdas que com-
ponen la poligonal AE tienden a cero, la po-

P
ligonal se convierte en' el arco AE y la apotema

p en el radio R. Al girar en torno al didmetro

se engendra el sector esféerico (OAEO) en
el cual el arco AE engendra la zona esfé-
rica. Luego, podemos calcular con ayuda de
la formula anterior el volumen del sector es-
férico.

En efecto (Fig. 24): _
V = 5 sup. (AE) -

sup, de una zona esférica:

p; como sup. (AE) es la

S =2z R -h(ver N 446-9°) y p = R, se obtie-
ne. stendo MN = h:
V=1.2:R-h-p=%-R-h-R

Es decir: V = -%—:r R:-h

Corolario 2°. Si el extremo A del arco

coincide con el extremo P del didmetro es
valida la misma formula; pues en este caso el
sector esférico esta limitado por una superficie
conica cuya cuspide esti en el centro de la
esfera y por el casquete esférico correspon-
diente. (Recuérdese que el casquete esférico
€S un caso partic,ular‘ de la zona esférica).. (Fig.
25). ' P

Fig. 25 g,

V=3%rR-:h

Corolarnio 3. Con ayuda de esta formu-
la también podemos caleular el volumen de
la semiesfera que seria el volumen de un sector
esféricode alturah =R, es decir:

V=3rR"R=3«FR

por lo tanto, el volumen de la esfera es el doble
de esto, 0 sea:

V =‘-§'11'R3

que ya conociamos.

8) En una semicircunferencia (AB) de
radio R se aplica una cuerda CD = [, = r\/2
pero de modo que el angulo AOD =60°; se de-

- termina el segmento crcular CMD. Calcular

el volumen que engendra este segmento al
girar en torno al diametro AB.

Se en_gcndr‘;l lo que se llama un anillo
esférico.

Fig. 26

Luego podemos escribir (Fig. 26):
V (anillo CMD) = V, (sector esferico OCMD) +
+ Vi (cono OEC) + V3 (cono OHD) -
— V, (tronco cono DHEC).

Calculemos estos volimenes; recordemos

que segfm problema N° 454-2, encontramos que:

CE =+;DH= T\/—o =3, 0E=3/3

=

HE - S0 +\/3_)=h-

Entonces:

Vi =2 xRh =2 R . S(+0)-

Vy = +7 CE-OF =+ (3P -5V3-

Vo =+ -DIF-OH =+ - (X V3P -3 -5
v, — =-IE (DR + CE* + DH-CE)-
e e [C RV L

- +3 201
v, =',-.Rué+\/3) GRL B LR

v =5ka +/3) @ +H/3) = L
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Luego, el vol. v del :-ani!lﬁ esféerico (CDM)
SETA:
N = i Vo + V3 — Vi; hechas las

‘sustituciones resulta:
3
V=% .a+V3

El problema se simplifica en su caleulo
si se aplica directamente la formula que expresa
el volumen del anillo esferico (Fig. 27):

V=2~&h

- agl:l

siendo ¢ la cuerda que determina el segmento
y h la proyeccion de esta cuerda sobre el eje (co-
rrespondiente a la altura A del segmento esfé-

rico correspondiente).

——

E_
r

Fig. 27

Aplicando directamente esta féﬁnula al pro-

blema anterior resulta:

Rv/2:h = L} (1 ++/ 3); luego:
ZRV -5 +VD)
v="Raq +/3

Il

C

v

455, VOLUMEN DEL SEGMENTO
ESFERICO
1) Segmenlo de dos bases o rebanada:
Se compone del anillo esférico (CDM) engen-
drado por el segmento circular (CMD) mas
el tronco de cono DHEC engendrado por el tra-
pecio DHEC. AT
SeaDH =2a;CE =b;CD =¢; HE =h
Vi (anillo esférico) = -’};cz - h, pero

" en el ADFC se tiene & = h* +(a —b)’
luego:

Vi == | +(a - b))

o )326¢(

Fig 28

N

A\

R

V, (tronce cono) = % (a® +b° +ab)
Luego, el volumen del segmento esférico es:

V=V 4V, =2 [ 4 a4 +

+ S @+ B+ ab)
V= TR 4 df —2ab + b +22° +

+ 2B + 2ab)

a) | V =Z2 (1 +3a° +3b)

2) Segmento de una base: Corresponde al
volumen limitado por un casquete esférico y el

plano que lo determina.

) N

.
| e L/
e -
(8]

Fig. 29

En este caso b = cero. Luego la férmula

anterior se reduce en este caso a:

b) | V =Zh® +3a)

Se puede también expresar este volumen
en funcion del radio R de la esfera y 1a altura /.
En efecto, enel A AMO se tiene:

a’ =R* — (R —hY
# = 2Rh — h°, al sustituir este valer

en 2) resulta:

< |p* +3 (2Rh — K]

o %k
V_-(;



' lo que da finalmente:

9 | v-xE.Gr _h)

Por lo demas, esta formula se puede ob-
tener directamente sin la ayuda de la férmula
a). Se tiene:

Vol. segmento (ABC) = WV
* AOBC) — V; (cono ABO)

(sector

V=%2sR-h-3raR-h),
peroa’ = R* — (R — h)* o sea:

@ =h-(2R —h)

Con lo cual:

V=% xRh -3 7h(2R-h)R —h)

V =& OR? _JR® + Rh + 2Rh - )

V =5 (3Rh — b

luego:

9 | v ==L (R —h)

Corolario: Si el segmento de una base
se agranda_ hasta la semiesfera se tendra
a=h=R; luego, el volumen de la semiesfe-
ra sera de acuerdo a las formulas anteriores
b) 6 ¢): '

. : .

bV = 2R (R? +3R?) = 428

por. lo tanto, el volumen de la esfera serd el

doble de esta cantidad, obteniéndose el valor
ya conocido por otros caminos:

N = % = R
Sien lac) seconsiderah = 2R resulta:

v =-§-'1|'R3

456. VOLUMEN DE LA CUNA O
INGLETE ESFERICO Y SUPERFICIE
DEL HUSO ESFERICO:

Sea el x diedro que forman los dos semi-

circulos maximos que determinan la cuna

o inglete: esférico; la porcion de la superficie

de 1a esfera que limita esel huso esferico.

Fig. 30

Toda la esfera tiene una superficie S =4xR%;
luego un huso de 1 grado de amplitud tendra una
superficie —433@[52- y para un % ¢ la superfi-
cie del huso sera:

. 4R .

o -———3%1%— - ¢y 0 bien:
S = ‘NRZ':Y.
s 50 =

Analogamente el polumen de {a cuna co-

rrespondiente es:

b

Ve$rR - oy = Somt

457. TEOREMAS DE GULDIN

Son muy utiles para determinar la superficie y
el volumen de los cuerpos engendrados por una
figura plana que gira en torno a un eje situado en
el mismo plano que ella:

-1°. La superficie de un cuerpo de rotacién
es igual al producto del perimetro de la figura
que la engendra por el camino recorrido por su
centro de gravedad.

2°. El volumen de un cuerpo de rotacion
es igual al producto de la superficie de la figura
que lo engendra por el camino recorrido por su
centro de gravedad.

ya27 (.




- Porejemplo: ot
1) Determinar la superficie y el volumen
de un cilindro de radio r y generatriz g.
1°. La superficie se engendra por rota-
cion  del rectingulo _
2s = 2 - (r+g); su centro de'gravedad esta a la
distancia 5 del eje y al girar el camino que re-
corre G es el de una © de longitud:
C=2x- -5- =xXT 4
: luego: la superficie total engmﬂrada es:
S =25-C=2(r+4g) 'xr =27 1"‘_+21r rg
queesigualala N° 425-c.
2°. El volumen engendrado es igual a la
superficie del rectangulo que lo genera, o sea
S =r-g =rh por el camino que recorre su centro
degravedad queesC = 1.
Luego: :
V=8C=rth-rr==r :h que es la misma
formula ya conocida (N 425-d).

458. EJERCICIOS

1) Calcular la superficie y el volumen de un
toro (Fig: 32).

Fig. 32

Una cimara de neumatico (»toro%) se en-
gendra por rotacién de un disco en torno
aun eje. _
Calcular la superficie y el volumen de una
cimara si su didmetro exterior mide 60 cm.
y su seccion tiene un diametro de 16 cm.

1°. Superficie: perimetro 2s de la ©
querotaes:

2s =2x8 = 16x

Camino recorrido por el centro de gravedad

de este circulo es la longitud de una © de

radio 30 —8 =22em; C =27 +22 = 44«
s - s

AOO’B de perimetro

2)

Luego:
S =16x -44x = 7045 (cm).

2°. Volumen: Superficie de la @ que rota
¢s S=64 x y distancia recorrida por su
centro de gravedad es C =44 x.

Luego: :

V=64 r - 44 5 =27657,76 cm’(=) 27,7
litros.

Calcular la cantidad de materal que se
saca de un cilindro de 40 cm de didmetro si
al colocarlo en un torno se le hace un corte
cuya secciébn es un A isosceles de 10 cm
de base y 12 cm de altura siendo 7,2 la den-
sidad del material (Fig. 33).

%

70

Como el centro de gravedad de un A
divide a la transversal de gravedad en la
razon de 1:2 quiere decir que G estd a 4 cm
de la base del isésceles'y a 8 cm del vértice
de este A y por lo tanto a 20 —4 =16 cm
del eje de rotacion.

Ademas, como ¢l drea de trianguloes

S = % b - h; resulta;

S =% 1012 = 60 cm® y el recorrido

C de su centro de gravedad es C=2x-16 =
= 32 x. Luego el volumen de material

" sacadoes:

.V =5:C =60-32 x =19207 cm® =6028,8 cm®

Como:

m =V -d, resulta finalmente:

m = 60288 - 7.2 =43407,36 gramos (=)
434 Kg




3) Un A equilitero de lado 2a gira en tor-

4)

_ no a uno de sus lados. Calcular la superficie

y el volumen que engendra.

Solucién (Fig. 34):

Sea el lado = 2a, lucgo la altura
CM =a
distancia del centro de gravedad G a este

3; si gira en torno al lado AB la

ladoes

ei- de CM, o sea GM = 5 V3
Luego: . :

1° Superficic engendrada = S

a) perimetro2sdel A = 6a.
b) C = camino recorrido por el centro de

~ gravedad es

C=2x-5V3

Luego:

S=25:C=6a: 2523 =4ra’ /I’

2°. Vol. engendrado = V.
a) Superficiede A ABC es

S=3b-h=2V3

b) Camino recorridopor GesC = -21?-‘- \/_5 .

Luego:

VeSC-a' Vi 52 /322w 2
(ver N°453),

Un tridngulo equilitero -de lado 2a gira
en torno a un eje paralelo a uno de sus lados
y situado a la distancia d de éste. Calcular
la superficie y el volumen engendrados.
(Hay dos casos).

I*“ caso: Se tiene: lado = 2a; (Fig. 35)

CM=ayV3GM =% 3y
GH =3+/3 +d

Fig. 35

1°..Superficie engendrada = §
a) perimetro del A es2s = 6a

b} camino recorrido por el centro de G es

C=2x(5V3 +d)

- Luego:

S=25-C =12ra($Vv3 +4d)

2°. Vol. engendrado = V

a) Superficiedel A 58 = Tl- b-h =a’\/3
b) Camino recorrido porGes

C=2x(5V3+4d
Luego:

 V=8C=2a'/32x (5 V3 +d)

V =2x(@+a'd/3) = 2rd' @@ +d /D)

A
Fig. 36

2° caso: lado = 2a; CM = a\/ 3; _
MH -d; GC=  a/3;CH=d- V3
1°. Superficie engendrada = S

a) perimetrodel A es2s = 6a
b) camino recorrido por G es

C=2xd-5V3)
Luego:

S =25-C =12xa-(d - 5V 3)
)329(




5)

2°. Vol. engendrado = V

‘a)drea A esS —a\/3

b) caminode Gen€C = 25 (d — 5 /3)
Luego: .
V=S-C=a"\/32x(d-%$3)

: 11X

Vo lm

Caleular el volumen y la superficie que en-
gendra un exagono regular de lado a cuando
gira en torno a un lado.

El ¢je sea AB (Fig. 37)
Se tiene AB =a; GH = % vV 3

1°I Superficie engend ra_d.a =85

‘a) perimetro exagono 2s = 6a

b) camino recorrido por G.

G = 2:-%\/ d=axy/3

 Fig.37

Luego: :

§=2-C =6a-way/3 =6ra’\/3

2°. Vol. engendrado = V =

a) area del -éxégono =A = % AN
(ver N° 355-¢).

b) caminode GesC = ar \/_3

Luego:
V-AC=3 /3 ary/3- %2




39: UNIDAD

Poliedros regulares. Teorema de Euler-Descartes.

459, Son solo cinco. El tetraedro, el hexaedro
(el cubo), el octaedro, €l dodecaedro y el icosaedro
(20 caras). :

A) Tetraedror Es el poliedro de menor nii-
mera de caras. Si es regular, todas sus caras son

tridngulos equilateros congruentes (Fig. A).

Para caleilar la superficie del tetraedro
regular basta calcular la superficie de una cara

y multiplicarla por 4,

S=a"/3

Para calcular su. volumen se aplica la fér-
mula de la piramide: % b -h

Sisuarista esa, resﬁ]ta: Vo= —1-13- a’ 2

B) Hexaedro regular: Es més conocido por

cube (Fig. B).

I
i
;
|
|
|
|
I
I
A —

a - B

Sus caras son cuadradas; siendo su arista

a su superficie es: S — 6a°. Su volumen: V =a’.

C) Octaedro regular: Esta compuesto de
8 caras que son triangulos equilateros (Fig.
* 266c). Se puede considerar como formado por
dos piramides de base cuadrada y unidas por
ellas. Su superficie es igual a 8 veces la superfi-

cie de una cara. Para caleular su volumen se
caltula previamente el volumen de una de las
pirdmides cuadrangulares que lo forman y el
resultado se duplica.

D) Dodecaedro regular: ~ (Fig. D) esta
formado por 12 pentdgonos regulares. Su super-
ficie es igual a 12 veces la superficie de una cara.
Para calcular su volumen se le considera for-
mado por 12 pirdmides pentagonales iguales.
La base de cada'una de ellas es la cara pentagonal
y su altura es la distancia desde el centro del po-
liedro a la cara. (La altura viene a ser el radio de
la esfera inscrita al dodecaedro regular.)

E) Icosaedre regular: (Fig. E). Esta for-
mado por 20 caras que son tridngulos equildteros
congruentes. Su superficie es igual a 20 veces
la supérficie de uno de éstes triangulos.

Como en el caso anterior, se le descompo-

ne en 20 piramides triangulares iguales que

) 331 (
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alglan et o

tienen por base un triangulo equilatero y pon al-
tura la distancia desde el centro del icosaedro a
esta cara, el volumen es igual a la suma de ellas.

460. LA ESFERA

Se puede considerar como el limite a que tiende
un poliédm regular de infinitas caras peque-
nisimas. Asi su volumen seria igual a la suma
de las infinitas pirimides que se formarian de

~ alturaiguai al radio R de la esfera. Es decir:

V==5b-R++bhR+.. .+ +bhR

v =R (n +b + ... + b)), pero

by +b + ... + b, = superficie total de la es-
fera = 4 x R%.

Luego: V= % R’

que es la formula ya obtenida porotros métodos.

401 OBSERVACIONES

I) Poligonos regulares pﬁeden construirse todos
los que se deseen. En cambio, poliedros regulares
existen solo cinco, mencionados anteriormente,
y eran ya conecidos por la Escuela de Pitigoras
(Siglo v1 a. de J.C.) que praobablemente »impor-
taron! dos o tres de ellos desde Egipto.

2) Teorema de Euler-Descartes: en todos
los poliedros convexos (regulares o no) existe
entre el nimero ¢ de caras; el namero v de vérti-
ces y el nimero a de aristas la relacién siguiente:

CH+v=a+2

Este teorema fue dado a conocer por Euler
en 1752, pero era conocido un siglo antes por
Descartes.

462. TEST DE VERDADERGQ-FALSO
Dentro del paréntesis coloque una »V¢ si lo que
se afirma es verdadero o una »F« si es falso:

1) (..:) Un heptaedro puede tener 10 ver-

. tices.
2) (...) Un heptaedro puede tener 7 veérti-
ces: :

~ 3) (...) Unheptaedro puede tener 15 aristas.
~4) (...) Unheptaedro puede tener 12 aristas.

et

5). (...) Un octaedro puede tener 8§ vértic
ces.

6) (...) Un octaedro puiede tener 12 vérti-
ces. '

7) (...) Un octaedro puede tener 18 aristas.

8) (...) Unoctaedro puede tener 14 aristas.

9) (...) Un octaedro regular tiene 6 veértices.

-10) (...) Un octaedro regular tiene 12 aristas.

11) (...) El poliedro de menor nimero de
caras es ¢l tetraedro. :

12) (...) Siempre es posible construir un
poliedro regular.

463. TEST (de Seleccion Multiple)
Los problemas siguientes, 1 al 7, se refieren a
Yvariaciones sobre un mismo tema® en la fi-
gura L

En un cubo de arista »a® se traza en cada
cara una diagonal en la forma indicada en la fi-
gura adjunta.

Fig. I H o
/1 '\.\
: :
/ N
T N,
Ll N,
FAES i N
7 Dl 2 - C
/ ’/.)- -.-“-:::_.:"
/ ,z’______'_..---—“"" Z
-
A a B

1) Al cortar este cubo segun los planos de-
terminados por estas diagonales, se ob-
tienen: :

A) 5 tetraedros

B) 5 piramides congruentes _
C) 1 pirsmide y 4 troncos de pirdmides
D) 5 prismas

E) 4 piramides y un exaedro central.

2) Elvolumen del tetraedro ACHF es:
A 22 B 2o
10y % -a’; D) 7;‘ -a’;

E) otro valor.




3)

7

9)

A) a* \/6:
©) 42 /6

4y .

- €) soloIIL;

. -

8)

La superficie total del tetracdro ACHF es:
B 74 V5
D) 2a*-\/6;

E) 2aton/3. '

El cuerpo resultante ABCF se afirma que
es: : :

I)  Un tetraedro regular

[I) Una pirdamide

H}) Un prisma triangular.

De estas afirmaciones son verdaderas:

A) solo I; B) soloI1;

D) solo Ly II;

E) lastres.

~ El volumen del tetraedro ABCF es:

A) % -a B) +:d

G D) +4 Ve
E) otrovaler

La superficie total del tetraedro ABCF es:
A) 2t -3 +\/12) B) £03+3)
C) 2 -a%; D) % A

E) otro valor. :

La altura del tetraedro ACHF mide:

A) +av6 B) ZaV3;

C) > V6 D) V3

E) 53

Las preguntas 8 a 12 se refieren a la figu-
ra 11, en la cual, un cubo de arista »a¢, se

unen los puntos medios de las aristas de
cada cara.

El cuerpo central resultante es un :

A) exaedro; B) oetaedro;

C) dodecaedro; = D) tetradecaedro;

E) icosaedro.

El volumen del cuerpo central resultante
mide:

A)a-(1-53)

B) 4 &% 0 % -

D) ~2— -as;_. E) otrovalor.

10)

11)

Fig. Il

B/

La superficie total del cuerpo central re-
sultante mide:

A) 6a° +8a’\_/§;
B) 3a" +a’ \/12;
Q) a’-(3 +v3)
D) 32" - (1 +2+/3);

E) otro valor.

El volumen del tetraedro MBINP es:
A) ¢ -ah B) -y -a%
O 1pal D) 32’
E) -
El drea de la superficie de todas las caras

del tetraedro MBNP es:
A) 0,125 -2 (3 +/3);
B) % (3 +/6);
G 54 D)
Dj 0,1252% (1 +/6);

E) otro valer.

Respuestas:
1) A; 2) D; 3) E;
4) B; 5) C; 6) B;
7) B; 8) D; 9) D;
10) C; 11) A; 12) B;
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40 UNIDAD

Las secciones cénicas como Lugares Geométricos. La elipse. La paribola. La hipérbola.

464. Cuando un conoe de revelucion se corta por

planos paralelos a su base se obtienen circulos.
Pero cuando estos planos secantes no son parale-

Fig. 1

1°. Clando el plano secante corta a todas
generatrices (sin ser // a la base) del cono a la
seccion que se obtiene se llama elipse (Fig. 1).

2°. Cuando el plano secante es paralelo
a una generatriz se obtiene la pargbola (Fig. 2).

3°. Cuando el plano secante es paralelo
al eje, la interseccion determina una curva lla-
mada hipérbola que tiene dos ramas (Fig. 3).

Veremos' someramente algo sobre estas
curvas que se llaman cénicas porque se obtie-
nen de las secciones de un cono. En los N* 497
y siguientes volveremos sobre estas curvas, pero

desde otro punto de vista.

465. LA-ELIPSE
Es L.G. de todos los puntos cuya suma de dis-
tancias a dos puntos fijos o focos es constante.

'F] P] =t F-_:_ Pl = F]_ P‘z +P2 Fg = constante = 2a.

‘Sus elementos son (Fig. 4):

los a la base del cono se obtienen en la intersec-
cion curvas diferentes. Por ejemplo:

Q —centro de la elipse

FiyF, = focos

FiF: = eje de simetria de la elipse y es
la distancia focal = 2¢

ArAs = eje mayor = 2a

A O = semie€je mayor = a

B; B, = ejemenor = 2b

B, O =

semieje menor = b

466. CONSTRUCCION DE LA ELIPSE
(1° construccion)

Método del jardinero: _

Para trazar elipses en los prados, los jardi-
neros entierran ‘dos palos en los focos F; y Fp
en los cuales amarran los extremos en un cordel;
en seguida deslizan otro palo P, manteniendo
tirante el cordel (Fig. 5).

Fig. 5

En el cuaderno es facil dibujar una elipse
haciendo una lazada con un hilo; se entierran
dos alfileres en los focos ¥; F, pasande en
torno a ellos la lazada. Basta mantener tirante la




e |
"

lazada con un lé]}iz.- y hacerlo deslizar siempre

manteniendo tirante el hilo (Fig. 6).

Metodos por puntos:

Se dan los focos y el eje mayor AjA; = 2a.
Se procede de la manera siguiente:

1) sedimidia F; Fs (Fig. 7).

2) con arcos (O, a) se determina A; y Ay

3) Con arcos © (Fi, a) y © (F,, a)
se determina B, y B, por lo tanto el eje
menor By B;.

4) Se marca un punto cualquiera C sobre A; As.

5) Con arcos de @ (Fi, Ay C) y © (Fs,

Ay ©) se determinan los puntos Py y
P:; analogamente con @ (F: 3 Ay C)
y © (Fz y A; C) se determina Py y Py.

6) Se marca otro punto D sobre Ay As.

7) Con © (Fi, Ar D) y © (anAgD) se
determina Ps y P’ .

8 Con © (F, AD) y O (F, AD)
se determina Ps y Pl y asi sucesiva-

mente. Por iltimo se unen los puntos en-

contrados,

Fig. 7

Area de la elipse: es igual a la constante x

por el producto de los semiejes.

Es decir: A =g -ab.

Esta formula ya era conocida por Arqui-
medes: '

467. LA PARABOLA

Es el L.G. de todos los puntos que equidistan de
una recta fija (la directriz) y de un punto fijo (el
foco) (Fig. 8).

Fig. 8

Es una curva plana y no cerrada de una sola -
rama que se extiende hasta el infinito.

Radio vector es la recta que une el foco F
con un punto cualquiera P de la curva.

Para que la curva sea una parabola; todos
sus puntos deben cumplir la condicién de que
PF = PC.

La distancia FH se llama pardmetro = p.
Es obvio indicar que el punto A es el punto medio

.-dCf'T'{.

Construccion mecdnica de la parabola:

1) Se corta un hilo del largo MN del cateto
de una escuadra; un extremo del hilo se fija en N
y el otro en el foco por medio de dos alfileres o
»ehinches® (Fig. 9).

2) Una reela se mantiene fija coincidien-
do con la directriz L.

L

Fig. 9

\\'\.\\\\\\\\\\\,\“ 3

3
' o
§ \\"\"\\\

N

m*a\\m\\\\\ws
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3) Con un lapiz aguzado se. mantiene ti-
rante el hilo estando la punta a[')'oyada contra ¢l
cateto MIN; en esta forma se desliza el otro catero
de la escuadra sobre la regla y el lapiz dibujara
la curva. S

Siempre' se tendra para cualquier posi-
cion de la punta del lapiz al mantener tirante el
hilo contra la escuadra que PF = PM (Fig. 9).

Construccionpor puntos:
Se conoce el foco F y la directriz L.

1) Se traza el parametro FH y se dimidia;_

se determina A (F lg 10).

2) Por un punto C cualquiera del eje de
" simetria se traza una paralela a la directriz
que se corta desde F con © (F, HC) determina
P y P :
3) Se traza otra paralela por D y se la corta

desde F con radio HD y asi sucesivamente.

. 'Finalmente, se unen los puntos. Es conve-
niente indicar que la bisectriz del & MPF es la
tangente a la parabola en el punto P.

468. LA HIPERBOLA _

Es el L.G. de todos los puntos cuya diferencia de
distancias a dos puntos fijos (los focos) es cons-
tante. '

Es una curva plana no cerrada formada
por dos ramas que se extienden hasta el infinito
pero en sentido opuesto,

~ Los puntos fijos son los focos y la distan-
cia F, F; entre ellos es la distancia focal.
ig. 11).

_ (Fig. 11).

‘1 A2= 2a

Radios vectores son las rectas que unen un
punto P de la curva con los focos. ;

La diferencia constante es A A; =2a

Si PF, — PF; = 2a el punto P pertenece
a la hipérbola. :

a) Construccion mecdnica:
No es tan facil como las anteriores. Se hace con

la ayuda dc una regla, de un hilo y de 3 alfileres o

“nchinchest.

1) El hilo debe ser igual a la longitud de la
regla menos 2a; un extremo N del hilo se fija en
un extremo de la regla vy el otro en'uno de los focos
2) El otro extremo de la regla se fija en el
otro foco. '

3) Un lapiz apoyado contra la regla debe
mantener continuamente tirante el hilo.

4) Al hacer girar la regla en torno al extre-
mo fijo, el lapiz dibujara la hiperbola, porque la
diferencia entre la distancia de un punto de ella
a los focos es siempre igual a la diferencia en-
tre la longitud de la regla y la del hilo.

Para dibujar la otra rama se fija la regla
en ¢l otro foco.

b) Construccidn porp untos:

Se conocen los focos y la diferencia constante

2a = A, A, (Fig. 12).

1) Sobre el eje de simetria se marca un
punto C fuera de la distancia focal F;, F;. Se
tiene que

CA, ~CA, = AA, - 22
Luego: con © (F1, A1 C)y

®© (F;,, A, C) se determinan los puntos




Fig. 12

Py y P’;; analogamente, con 0. (F,, CTA;)

y circunferencia (Fs, CA:;) se determina

'Pg YP’z.
3) Se marca otro punto D y con © (Fi,

Al D)y © (F2, A; D) se determinan otros dos
puntos y asi sucesivamente.

469. EJERCICIOS

1) Dados tres puntos A, B y C determinar los
puntos que tengan una distancia dada r
al punto A y cuyas distancias a los puntos
B y C tengan una suma dada s.

—

~ iR
e
= N N

/ . - \
{ “ A L o l\ } "B "")‘.C/,
\ > =
N Ipiiosmees
N // Fig. 13

T

Solucién: Un L.G. es la @ (A, r) y el otro
L.G. esla elipse de focos B y C. (Fig. 13).

P'A=r
PB +PC =5

2) Dada una recta L y dos puntoé situados

fuera de ella, se pide determinar los puntos-

que tengan una distancia a a la recta y cuya

3)

4)

distancia a los’ puntos dados tengan una
suma dada s.

Solucion: (Fig. 14). 1. L.G. las dos pa-

“ralelastrazadas a la distancia g de L.

2°. L.G.es laelipse defocos B y C.
BP +PC -syP’Q -2

Determinar los puntos que tengan una
distancia r a un punto P y que equidistan
de una reeta dada L y de otro punto dado F
fuera de la recta. ;

Solucion: (Fig. 15). 1. L.G. es la cir-
cunferencia (P, r).

2°. L.G. es la paréabola de foco F y directriz
L.

Dada una recta L y dos puntos A y B fuera
de ella, determinar los puntos que tengan
una distancia a de la recta L y cuya distan-
cia a los puntos dados tengan una diferen-

; cia constanted.

Solucion: (Fig. 16). 1" L.G. se compone
de las dos paralelas a L. a distancia a.

2°. L.G.: son la hipérbola de focos A y B.

P’A —PB =PB —PA =d
)837¢( :
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Renato Descartes

Este eminente fil6sofo francés (1 596-1650), considerado
cor_n'o el verdadero fundador de la Filosofia moderna, es
importante para la Matematica por ser el Padre de la
'Geometria Analitica. Creé el sistema de coordenadas y es,
por esta razén, que al Sistema Ortogonal de coordenadas
se le conoce también como »Sistema cartesiano{i.
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41° UNIDAD

Distancia entre dos puntos. Coordenadas del punto medio de un trazo. Divisién de un trozo en
cierta razén. Perimetro y drea de un tridngulo y de un cuadrilitero.

479. DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS
En todos nuestros desarrollos usaremos sélo
el Sistema Cartesiano Ortogonal de Coorde-
nadas, es decir, aquel que tiene sus ejes per-
pendiculares entre si. .

Sean los puntos A(x1, y1) ¥y B(xa,y2).

Aplicando el Teorema de Pitagoras al
A ACB, se tiene (Fig. 1):

}!n Fig. 1
B(‘g;YZ)
c
=%

o 2

& = AC + CR*

& = (—-x) +@—n)

- de donde:

d= +v/ (e —x) +(: -n) (D)

(Esta distancia es siempre positiva).

'Coroia'r_ia: Tres puntos A, B, C son colinea-
les cuando la suma de las medidas de dos trazos
que forman es'igual a la medida del tercer trazo.
Es decir (Fig. 2):

A ¢ 8

+

Fig. 2

Si AC+BC =AC, entonces A, B, C son

colineales. :

Ejemplos: 1) Calcular la distancia entre
~elpunto A (-5, —3)yB@4,7)..
s

Solucion: .
d® =(=5-47 +(-3 -7)" = 181

= d =+/181(=)1345.

2) :Son colineales los puntos A(-2,-3),
B(2,1) y C(6,5)?

Solucion:
AB = 2 —(-2)I' + 1 —(-3)F = 32
~ AB - 4y/7
- BC =2 -6/ +(1 =5 = 32
= BC =44/2
AC =(—2 -6 +(—3 5" =128
= AC = 84/2

Por lo tanto, son colineales, pues
AB +BC =8+4/2 = AC

471. COORDENADAS DEL PUNTO
MEDIO DE UN TRAZO -
En el A ABC (Fig. 3), se tiene: (segtin N° 204).
Y s
&

Fig. 3

B(’I‘z-yz)'

e e
ﬁ .

A

g [

~

I
!
!
|

- X

ok 1 X

~a) BC=2 - MN pues MN es mediana del
A ABC; y; —y; = 2 (y —y1) de donde:

¥i e

Yome oo
(IT)

S X +xo

R e

- b)AG=2 - A_N pues Na =NC
ey = 2(x —x,) de donde:

x=’(1_;‘x=.



Ejemplo: Determinar los puntos medios
de los lados del tn'éngul.o determinade por los
puntosA (-3, —2),B (6, —1)yC (-2,5).
Designando por M;, M, y
M, los puntos medios de los lados del trian-
gulo, se obtiene (Fig. 4):

¥
L ]

Solucion:

C_(_" 2;_5) -1

al-3,-2)

ParaM,;:
—2+5 1
Yl =_2_ e 17

luego: My (~2—4;1 +)

6+(-2
xez—+(2"~.l=2

5+(=1)

ParaM,:
: L=l e

. Luego: M; = (2;2)
e
e

=2 4(=-1) il
Ys = —-—2_ = —I —2-

Para Mj:

-Luego: M, (1—%; —1 é—)

472. DIVISION DE UN TRAZO

Consideraremos sélo el caso de division inte-
rior de un trazo AB por un punto P(x, y) en una
razon A. Es deeir (Fig. 5):

. B(X3: ¥3)

Como PQ // BC se obtiene, (por Teor. de
Thales):

;;-
"u
>
<

(111)

A= — = —~ -8
PE a0 T
de donde:
X —Xi =A% —\'x :
XN =% ) m o x = BIAE
En forma andloga resulta: _, |y = £FA ¥

~ Observacion: En el N° 291 tratamos este
mismo tema considerando negativo el valor de -
A para la divisién interior y positivo para la
divisién exterior. De acuerdo con esta »conven-
cion¥, ;como serian las formulas anteriores para
la division interior?
Ejemplo: Los extremos de un trazo son
A (=2, —5)y B (7,7). Determinar el punto que

‘lo divide en la razén 4:5.

Solucion: A =;; = 10,8

Luego: x = —popi— = 2;

473. EJERCICIOS

1) Calcular la distancia entre los puntos
A(—4, -1)yB(6, -3)
Resps.: AB = m

2) QGalcular el perimetro del triangulo cuyos vér-
tices son A( =2, —5), B(4, —1) y C( —4.6).
Resp.:p =29 !

J 341




3) Los vértices de un cuadrilitero son -
A(—-3, -5), B(6, -2), C(7,5), D( -2, 6).
Calcular: a) el perimetro; b) la longitud
de las diagonales.
Resp.:a)p( =)36,7

b) AC = 10\/2,BD = 8y/2

4) Los vertices de un poligono son A( =3, —2),
B(7, —4), C(10.4), D(5,7) y E(=5,5). Cal-
cular: a) su perimetro; b) la longitud de la
-diagonalm.
Resp.: a) (=)42; b) 12,04

5) Los vértices de un trapezoide son A( —3, —4),
B(6, —2); C(5,5) y D(—5,6). Calcular: a)
su perimetro; b) la longitud de las diago-

nales.
Resp.: a) (=) 36,6; b) AC(=) 12,04
BD( =) 13,60
6) Determinar las coordenadas del punto

medio del trazo determinado por los pun-
tos A( =5,6) y B(3, —8).
Resp.: M (-1, —1).

7) Determinar las coordenadas del punto
medio del trazo CD si‘C( —3;5 y D(6, —5).
Resp.: M(1 3 ,0).

8) Los vértites de un tridngulo son A( —2; 2),

_ B(6, —1) yC( —1;4). Calcular:"

a) las coordenadas de los puntos medios
desuslados;
b) la longitud de cada mediana.

Resp.: Mi2 4, 1 4 ), Ma(—1 5, 3),
My = (251 ), MiMa( =)4,27;

MiMs(=) 1.12; MM, (=) 430.

9) Los vértices de un triangulo son A(x,y1),

B (u, y) y G, _
que cada mediana es igual a la mitad del

ya). Demostrar

lado opuesto.

10

S

Los extremos de un trazo son A( —4, —7)y
B(6; 3). Un punto P lo divide en la razén
2:3. Calcular: a) la longitud de cada seg-
“mento; b) la longitud del trazo.
' Resp.:a) 4/ 2a64/2;b) 101/ 2
11) Un trazo AB esta dividido en dos partes por
un punto P (2, —3) de modo que AP:PB =
— 2:5. Calcular la posicion del punto A si
= B(-32) :
~ Resp.: A4, =5).

+

12) Los vértices de un tridngulo son A( =3, —2),
B (6, —1) y C (=2; 5). Cada lado se divide
en la razén 2:5. Calcular el perimetro del
trizngulo que se obtiene al unir estos tres

puntos de division interior

474. AREA DE UN TRIANGULO
Calcularemos el area del tridngulo ABC siendo
A(xi, n1), B(xe, y2) vy Clx, ys) (Fig. 6).
(Fig. 6).

A

Solucion: Designando. por A el area del

triangulo se obtiene:

A =rectingulo ADEF — A I — A IT — A I
A= (% —%1) (ys =y1) — -5- (% —%) (e —y1) —

- 5 (2 —%) (5 —V2) — - (x —x1) (}fs —¥1)-

- Al efectuar los productos y las reduccio-

nes, se obtiene:

=_;—'(X2Y3 —X1¥s —XeY1 tXiYe — Xo¥» + 3a3).

Finalmente, factorizando  conveniente-

mente por partes, resulta;

A= % [t —%2) 3 + (1 —x3)°y2 +
(IV)
+ (2 —%1) - yal

En el resuliade debe tomarse el valor abso-
lutode €l, pues el area es siempre positiva.
Debemos hacer notar que la férmula ante-

sior corresponde al desarrollo del determinante.




Xy Y1
obien: A= 5 - [X ¥z
X3 ¥a

Corolario: Se sabe que tres puntos colineales
forman un triangulo de 4rea cero. Por lo tanto,
tres puntos son colineales cuando el determi-
nante anterior vale cero, es decir:

(% —%2)y1 (X1 —Xs)y2 +(x2 —%1) y5 =0

Ejemplo: Los vértices de un tridngulo son
Al-3,

su Area.

Solucién: Se puede calcular primeramen-

te, por medio del grafico, el Area del rectangulo

ADEF y de los triangulos rectangulos I, T1 y 11I;
después se haria‘la resta conveniente.

O bien, se aplica directamente la formu-
la IV y para ello no es necesario hacer el grafico.
Por este camino se obtiene:

A= S [(—2-6)(-D+(=342)(-D+
+(6+3)(5)]=31

475. AREA DE UN CUADRILATERO

Sea ABCD el cuadrnilatero qu-c 'tilene por vértices
Alxiy), B (%, 12), C(xs,v3) 'y D (x4, ya).

Para calcular su drea se traza una diagonal
la que lo descompoene en dos triangulos cuyas
areas se calculan por la formula anterior (IV).

Fig. 7
Y
1 olx%)
C(*31Y3)
B(-xz .5‘2)'
A{’" ,)‘1)
]
= —

=2), B(6, —1) y C(-2:5). Calcular -

Basta, finalmente, sumar estas ireas, obtenién-
dose (Fig. 7):

A = 'é' [Ga—x2)-w +(X_1_xa)' Yz (X0 — ;) ya]J
' +

All =5 [ =x0) oy + 0 —x0) s + (% —31)- i)

cuadr. ABCD =-;-[(Xs —Xz +X —X3) V1 +

0 —x3)y +0 —x1 +x1 —x0) 3 +06 — %)yl

de dtlmdc:

A =—“(X4 — X2}y +(x —)ca)-yz-lj(Xz —X4) ¥a+

+ (% —'xl)‘Y‘]

(V)

Corolario: Cuatre puntos son colineales
cuando:

(¢ —%9)- i +Hx1 —x2)- Yo ks (2 —%) - va +
: +(xs —x;) v =0

476. EJERCICIOS

1) Calcular el area del triéngui'o determina-

do por los puntos P(—2, —5), Q(6; —1) y
R(-47)
Resp.: A = 52

2) Calcular el area del triangulo que tiene
por vertices R { —2,

Resp.:A = 37.
3) Los Qértices de ﬁn cuadrilatero son
R(-=3, —5),5(6,-2),C(7;3) yD ( —2:6).

Calcular su area.

Resp.: A = 80.

4) Los vértices de um cuadrilatero  son
A(—4, =3), B(6; 3), C(3; 9), D(-2; 6).
Calcular: a) su perimetro; b) la longitud
de las diagonales; c) el area.

R-‘-’Sﬂ-- a) P( :)33,4)
b) AC = 13,-89;ET)_(_=)8,54_.
= 2 ) 343(

{:] = 068.,5;

=5),5(4, —1)yT( 4:6).



5)

Los -iu’él_'ﬁ(;‘.ég ‘de un poligono convexo
ABCDE son: : :

A ) B, Y, Cao; 4),D5;7)

ol

y E( —5; 5). Calcular su érea:.
Resp.: A(=)102,5

Los vertices de un tra_pezoidc RSTU son
~ Calcular su 4rea. 5

Resp.-A =815

B Ibs-véi‘t'icés de un trisngulo son A ( —5; 3),

B3, —1)yC(-1;7). BT

Calcular: a) ;Qué clase de tridngulo es?
b) scudl es su perimetro?; c) gq:uﬁl €5 su
4rea?; d) jcuales son las coordenadas de los
puntos medios de los lados?; ) ¢(cuanto
mide cada mediana? '




42* UNIDAD

La recta. Pendiente de una recta. Inclinacién de una recta. Recta por el origen. Haz de rectas.
Recta por dos puntos. Ecuacién general y principal de una recta. Coeficiente angular (pen-
diente) y coeficiente de posicién. Ecuacién de segmentos. Rectas paralelas. Angulo formado

por dos rectas. Rectas perpendiculares.

477. PENDIENTE DE UNA RECTA

Sean A(x;, 1) ¥y B(xz, y2) dos puntos
de la recta L (Fig. 1).
v .
a : ) Q. :
B(xY;
|
|
|
IY =/
172 %
i
|
|
APy I —— Je
: Xz—l,l : I
| !
; |
o i : 3
=X
o v 0
7 Bt

=

Se define por Ypendiente de una recta a la
razon entre la diferencia de las ordenadas de
dos puntos de ella y la diferencia entre las absci-
sas de ellos®. Es costumbre designar la pendien-
te por »m%; por lo tanto:

Ye =¥

m=
Xz — X

(VI)

Por ejemplo:

1) Galcular la pendiente de la recta que

pasa por los puntos A( —3, —5) y B (6; 4).

4—(=5)

e

Solucion: m =

2) Determinar la pendiente del trazo

PQsi P(~4;8)yQ(, -2).

—2-8 _ _ 10

3—(—49 T

Solucion: m =

478. INCLINACION DE UNA RECTA

El 4ngulo « que forma la recta con el eje posi-

tivo de las X (Fig. 1), es su inclinacidn y, por lo
tanto, se expresa en grados o en radianes.

N =W

; pero, por Tri-
Xp = Xy E

La pendienteesm =

gonometria, se sabe que esta razén correspon-
de a la tangente trigonométrica del Angulo «.

Por lo tanto:
tga = =—2 | obien: |tga=m | (VII)
En el eemplo 1) anterior, obtuvimos:

m = 1. Porlotanto, tg« = 1 dedonde: o = 45°
pues tg 45° = 1. Luego, esta recta corta al eje po-
sitivo de las X formando un a'ingu]o de 45°.

En el ejemplo 2) obtuvimos

m= -2 = 1428

— 1,428 de donde:

126° = 0,7 x radianes.

Por lo tanto: tg «

£X

l

(Se observa que cuando la pendiente es
positiva la inclinacion es un 4ngulo agudo y cuan-
do es negativa, la inclinacion es un dngulo ob-

tuso).

479. RECTA POR EL ORIGEN

Sea L. una recta que pasa por el origen 0 del siste-.
ma de coordenadas y P(x, y) un punto cualquie-
radeella (Fig. 2).

Y . Fig. 2
b

P(x,y)

_-.x

1345




De acuerdo con lo anterior, la pendiente
de esta recta es:

m = 2 dedonde: |y=-m-x (VILI)

que es la ecuacién de la recta que pasa por el ori-

. gen.

Ejemplo: La ecuacion de la recta que pasa
por el origen y tiene una pendiente 2,05 es:
y = 2,05 - x. Su inclinacién es 63°.

480. RECTA QUE PASA POR UN PUNTO
Sea P(x;, ¥ ) el punto por el cual pasa el
haz de rectas y también, sea A (x, y) un punto va-
riable de cualquiera de las rectas (Fig. 3).
Entonces, la pendiente de ella sera:

Y=

m = == - de donde: |y —y1 =m(x —x,) (IX)

X

Fig. 3

- Esta es la ecuacion del »haz de rectas¢, o

sea, de todas las rectas que pasan por el punto

P(x1, y1).
Ejemplos:
Yhaz de rectas® que pasa por el punto P( —3; 7).
Solucion: De acuerdo con la férmula an-
terior se obtiene:
y —7=m:(x +3)
2) Determinar la ecuacién de la recta que
pasa por el punto P( —3; 7) y tiene una pendiente
iguala 0,75. : :

Solucion: y—7 = - (x+3) de donde

. geohneney = _}. i x +3_4."r,

- 3) Determinar la ecuacion de la recta que-
)346 (. :

1) Determinar la ecuacién del

de 63°.

pasa por el punto Q(4, —5) y tiene una inclinacion 1
Solucton:

Se determina primeramente la
pendiente: m=tg 63° =2,05.  Por lo tanto: _
y = (=5)=2,05-(x —4) de donde y = 2,05-x —1 1,2!

481. RECTA POR DOS PUNTOS .
Sean A(x, y1) ¥ B(x, y:) los dos pun-

i
:
tos dados. De acuerdo con la férmula IX la ecua-- |
cién de todas las rectas (haz de rectas) que pasan ]

' i

por el punto A es (Fig 4):
Yo

Y
i

=m-(x —x)

Fig 4

L]

Pero, la pendiente de la recta que pasa por
los puntos A y B es, segun VI

L FaRaa i
X — X

m =
Introduciendo este valor en la  ecuacion
anterior, resultas

Y ="

el s e K )

Puede esribirse, también, en la forma:

s g e
i 5{[ = X — X ) (X)

Ejemplo: Determinar la ecuacion de la recta

que pasa por los puntos A( —6; 5) y B(4, —7). 1

Solucion: Aplicando la formula anterior,
se obtiene: . i |
L S doade resultn :
Seapo= U € donde resulta:
S )
Yo sme e




482. ECUACION PRINCIPAL DE LA
RECTA

Para trazar la recta L bastaria conocer su pen-
diente »m¢« y el segmenton = OA que determina
en el eje de las Y. A este segmento se le llama coe-
ficiente de posicion (Fig. 6) y corresponde al
valor de la ordenada »y®¢ cuando x = 0. Es decir,
cuandox = 0 se obtieney = n.

Y
4 L

Fig. 5

Al considerar un punto cualquiera P (x,y)
de la recta L y trazar por el origen la p,ai'.'alela' a
L, se obtiene: 5

BP = Eﬁ + @;-sicndo Qx, y1)
resulta:y =y; +n

Pero de la pendiente m = y_x: obtenemos
elvalory;, = m-x

Sustituyendo  este  valor  encontramos:

y =m-x +n | - (XD

A esta ecuacién se le llama ecuacion prin-
cipal de la recta en la cual »m« es el coeficiente
angular o pendiente y »n¢ es el coeficiente de
posicidn.

Ejemplos: 1) Determinar la ecuacién y tra-
zar la recta cuya pendiente es 0,75 y tiene por
coeficiente de posicion —2.

Solucion: Se tiene m=0,75, n = -2 de
donde:y = 0,75 :x —2

Para dibujarla se determina su inclinacién

para lo cual se da la pendiente m =0,75 = i—

Se ubica el punto G(4,3) que al unirlo con ¢l ori-
gen da la inclinacién de la recta. Finalmente, al
trazar por el punto A(0, —2)oy = —2 la parale-
la a OC se obtiene la recta L. (Fig. 6).

Y
'y ; Fig 6

2) Determinar la ecuacion y dibujar

: 3 i
la recta de pendiente — — vy coeficiente de po-
sicion 4, r

Solucién: Comom = — % ;=4 resulta:

Y=-% x +4

Para trazarla se ubica el punto C(-—2;3)
o bien, el punto C’(2, —3) que al unirlo con el
origen se determina la inclinacion. Finalmen-
te, por el punto y = 4 se traza la paralela a la
recta que pasa por el origen (Fig. 7). '

Fig. 7




483. ECUACION GENERAL DE LA

RECTA
A la ecuacion principal y =n - x + n se le puede

darlaforma: | Ax + By +C =0 (X11)

A esta expresion se le llama Ecuacidn Ge-
neral de la recta.
En esta ecuacion al despejar Pyt se obtie-

ne:

Y=—% Y—%enlacualm=_%;n=_%

Ejemplos: 1) ;Cudl es la ecuacién general
delarectay = % s

Solucion: Basta multiplicar por 4 la ecua-
cion dada y, en seguida, ordenarla obteniéndo-
se: 3x —4y —8 =0 :

2) ;Cual es la ecuacion principal de la
recta 2x —6y +3 =0? '

Solucion:2x — 6y +3 =0

6y = 2x + 3dedonde:y = %—-x +%

3) iCual es la pendiente y el coeficiente
de posicion de la recta 3x + 5y = 157

Solucion: 3x + 5y, = 15 = y=— % »x+3
dedonde: m = —0,6;n =3
i Dibuje usted esta recta!

484. ECUACION DE SEGMENTOS DE
UNA RECTA

Si la ecuacion general de la recta Ax + By = C, se

la divide per C, se obtiene: :

Ax By

= pn e

Esta ecuacion equivale también a
X D
)

A B

SN C o s
Aldesignar &= =a, ¢ = b, se obtiene:

Esta formula: se conoce como ecuacidn de
‘segmentos pues Ya¢ es el seemento que la recta
determina sobre el eje de las X (corresponde al
: or de la »x¢ cuando y =0) y b« es el segmen-
{nquc determina sobre el eje de las Y (correspon-

b

(XIID)

de al valor de la »y« cuando x = 0; por lo tante
b = n).

Esta ecuacion permite muchas veces di-
bujar cémoda y facilmente una recta.

Ejemplo: Dibujar la recta 3x +4y =24
aprovechando la ecuacion de segmentos.

Solucion: 3x +4y =24 /:24

3x 4y
55 T 37 =1

X ¥
gt 7z =1
de donde: a = 8,b = 6(Fig. 8)
¥ i
4 Fig. 8

N

Por lo tanto, basta unir los puntos A(0,6),
B(8,0) para trazar la recta.

En la misma forma trace las rectas:

1) 3x — 5y =30

2)5x — 9y = —18

3N2x -3y +9 =0

485. RECTAS PARALELAS

Sabemos que dos rectas de un plano son paralelas
cuando tienen la misma inclinacién y, per lo
tanto, la misma pendiente.

Para que las rectas L
L :y = m
verificarse que:

y=m X +n,
- x + m sean paralelas debe

(X1V)

* Ejemplo: ;Son paralelas las rectas

2x +3y = 12Aay = —% = 5




Solucion: Basta calcular la pendiente ﬂe

ellas. Se obtiene:
2 :
mio= = % gmp ==y . Por lo tanto,

son paralelas puesm = my

486. ANGULO FORMADO POR DOS
RECTAS

Sea & el angulo que forman al cortarse las rec-

tas: L, y L, siendo:

Liy =m ‘x +mAaly iy =mx +m
Como « es angulo exterior del triangulo

que se forma, se obtiene (Fig. 9):

w =8 + ddedonde: 5 =a — 8

¥ >
4

Fig. 9

Pero, por Trigonometria, se sabe que:

tga — (g8
mhole=fe -y
Ademas, como tg & = my, ig f = my, :
“resulta: : ]
m — g
wa = (XV)

Ejempto. ;Qué angulo f0r>nan los trazos
PA y PB si A(3;9), B(9;6) y P(1;3)?

Solucién: Se debe calcular primeramente

la pendiente de estos trazos, obteniéndose:

mi = % = 3 para PA;
e e
3
Luego: tg x =——8_= 25 = 1235
e 1432 \

de donde: x = 51°

487. RECTAS PERPENDICULARES
Sabemos que dos rectas son perpendiculares
cuando al cortarse forman un angulo de 90°. Por
lo tanto:

oo« B

Pero_tg 90° tiende a infinito, es decir, tiene
un valor indeterminado. ;

 Para evitar esta ideterminacién se toma
1+m:

cot 90° = _m:i}n-iﬁ =0

Esta igualdad se cumple cuando el nume-
rador es cero, es decir, cuando 1 +m;-m; =0.

- De aqui obtenemos:

obien: | ms = — i (XVI)

oy

Ejemplos: 1) ;:Son perpendiculares las
rectas: '
4x +3y +38 =0a3x —4y = 15?7

Solucion: Se debe determinar m; ¥y
mg.

De 4x +3y +38 =( se obtiene:

m = — %

De 3x — 4y = 15 seobtiene: mp = “3‘

Por lo tanto, las rectas son perpendiculares

2) Determinar la ecuacion de la recta que
pasa por el punto P(1;3) y es perpendicular al
trazo determinado por los puntos A(2;8) y
B(7;3). ;Cuales son las coordenadas del pie de
esta perpendicular?

Solucion: Se determina la pendiente del

5 3 -
2-—7 -1

trazo AB obteniéndose: m =

por lo tanto: m; = 1 (pendiente de la recta per-
pendicular al trazo AB)
Recta porel punto P(1;3) : y =3 =1-(x —1)
; Luego:y = x +2
Para determinar las coordenadas del pie.
de la perpendicular basta resolver el sistema for-
mado por las dos ecuaciones de las rectas, pues

este punto es comin a las dos. Se obtiene:

Recta,.ﬁ: -‘:—:g- = ;'Egdedonde': x+y = 10

RectaporP: x —y = —2|

349 (



Resolviendo este sistema se obtiene:

x =4; y =6 que son las coordenadas del pie de
- la perpendicular,

OPTATIVO

488. DISTANCIA DE UN PUNTO
A UNA RECTA

Sea la recta L: Ax+By+C=0, P(x:, y1)
¢l puntoy d = PQ la distancia de este punto a la
recta (Fig. 10).

Y
A

Fig 10

(0]
Se tiene:
PA = PS +5A
y =PS -ty
P_S=Y1 =
pero:
ps - 4

COS cx

dedonde:d = (yi — y2) - cosa
Expresando el coseno en funcién ‘de la tan-

gente se obtiene:

! 1

\/l-l-tgza 5 '\/1"‘1'32

de donde:

COS « =

2

L L

Como el punto S(x;, y2) pertenece a la
recta L, deben sus coordenadas satisfacer su
ecuacion obteniéndose: :

Ax; + By; +C =0. De aqui resulta:
1) )’2=_T%X1—%; 2) m=—.%'
~ Sustituyendo estos valores en (I) se obtiene:

A C
YiE o ( — Xy — ——) -
= : B ; de aqui resulta final-

e

mente:

d= | Ax; + By, +¢j

VA LB

(XVII)

Se toma el valor absoluto porque la distancia es. |
siempre positiva.

Con un desarrollo analoge se obtiene tam-

bien:
g oy -mx—n
= W (X VIID)
Ejemplos:

1) Calcular Ila
P(6;2) a la recta que pasa por los puntes A( —5;0)
y B(0;3).

"  solucidn: previamente se determina

distancia desde el punto

la ‘ecuacion principal de la recta que pasa por A
y B, obteniéndose: |

! 3
. m=—
-52-23—;g—dedonde:y =—g-x+3=> n—35
Luego:
. :
et
i I 5 | | e D

/I+(_g_}2 St oAy

Z  solucién: primeramente se determi-
na la ecuacion general de la recta, obteniéndo-

se:
v
3x —5y+15 =0 = { B = -5
C =15
Ahora, basta arplicar la formula XVII:
4 - 1ser(=n2+as| 23

/3 (57
e I S
escribirse: d = 37 "V 34

~ 2) Calcular el radio de la circunferencia

T que puede

de centro P(6;2) y que es tangente a la recta que
pasa por los puntos A( —5;0y B(0;3).
Solucion: Es el mismo problema anterior

s6lo con otro enunciado.
; e
Resp“ == _S-‘T 34

3) Calcular el radio de la circunferencia
de centro (-8, —2) que es tangente a la recta




3x —4y—15=0, ;Cuales son las coordenadas
del punto de tangencia?
Solucion: De la ecuacidon 3x —4y —15=0

A= 3
se obtiene: B-= -4
] =15
Luego: :
gl a et e BBl - Tall
= VI (- S

portanto:d = 6 -;— =r

Para determinar las coordenadas del pun-
to de tangencia, sabemos que 'y = 13— -x —3,75
de donde: my = % Pero como la tangente
es perpendicular a esta recta la pendiente de to-
da perpendicularaella esmp = — %. Ademas,
esta perpendicular debe pasar por el punto

( —8, —2)y, por lo tanto, su ecuacion es:

y+2 = — 3 . (x +8) de donde se obtiene:
4 38 3
Ye ok oy
pero

3 Sl
Y= % =

Al resolver este sisterna, obtenemos el

punto de tangencia; ( —4,28; —6,96).

489. EfERCICIOS

1) Calcularla distancia entre el punto:
P(—5; —1)yQ4, —7).
Resp.: d =~/117

2) Los vertices de un triangulo son R( —5;4),
S(3, —06)y T(5;8).

, Calcular su perimetro y su area.

Resp.-p(=)37,12; A = 66.

*3) Los wvértices de un cuadrilatero’ son
A(—3,-1), B(5,-4), C(7;0), DE;5).
Calcular su drea y su perimetro.

4) Demuestre que son colineales los puntos
R(7,1),8( =2, —2)y T(10;2).
5) Los extremos de un trazo son R( ?2, —5)

¥ _S_{t_t-;?). Calcular: a) la pendiente; b) la-

inclinacion.

Resp.: aym =2:b)a = 63°26

6) Los extremos de un trazo son: P(—4:6) y
A(8, —2). Determinar; a) su pendiente;
b) su inclinacién.

Resp.om = — 2 ;o =146°20". _

7) Determinar la ecuacion de la recta que pa-
sa por el origen y por el punto P( =3, —5).
Su inclinacién.

Resp.-y = 0,6 -x;a = 30°58

8) Determinar la ecuacién de la recta que
pasa por el origen y que tiene una pendiente
de3/4.

" Resp.ry =0,75-x

9) Determinar la ecuacion de la recta que pa-

sa por el origen y tiene una inclinacién de
- 60°.
Resp.: )' =3 -x

10) Determinar la ecuacién y la inclinacion
de la recta que pasa por el origen 'y por el pun-
to Q( —5;4). =
Resp.:y = —08 x;a = 141°20°

11) Determinar la ecuacion de la recta que
pasa por el punto ( —2, —3) y tiene una incli-
_nacion de 58°.

Resp.oy =16-x +0.2

12) Determinar la ecuacién de la recta que
tiene por coeficiente angular 1,5 y por coe-
ficiente de posicién —3.

K Resp.oy =15-x-3

13) Calcular la ecuacién de la recta que pasa
por el punto A( —5, —3) y por ¢l punto B
(=2: 7>
Resp.:y = 3—; x+i3!

14) Determinar la ecuacion general de la recta
que pasa por. el punto P(6, —3) y tiene una
pendientede —2, 5.

Resp.: 5x +2y—24 = 0

15) Determinar la ecuacion de la recta que pa- -
sa porlos puntos P( —4, —1) y O(2:7).
Resp.: 4x =3y +13 =0

16) ;Cual es la ecuacién de la recta que pasa.
por el punto P(5;7) y es paralela a la recta
que determinan los puntos R(—4, —1) y
S(6, —2)?

Resp.:y = —0,2+-x +8

17) Determinar la ecuacion de Ia recta que

pasa por el punto i’(S‘;?) y €s ﬁerpendié‘u-
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= A(—4,

lar a 1a recta que pasa por los puntos:
R(—-4, —1)yS(6, —2). -
Resp.:y = 5x—18

18) Los extremos de un trazo son los puntos
P(6, —=3) y Q(2;7). ;:En qué punto corta
este trazo al qe de las X? o

Resp.: @4t + +0

19) Un trazo esta deteﬁ_ninado por los puntos
A(-3;5) y B,
seccion de este trazo con los ejes coordena-

—3). Determinar la inter-

dos.
Resp.: (0:3),(4,5; 0)

~ 20) Los extremos de un trazo son A( —8;12)
y B(12, —3). ;Cuinto mide el segmento in-
 terceptado por los ejes?
Resp.: d =05 /117
21) Los extremos de un trazo son A(—8; 12) y
B(12, —3). Calcular la razén en que los
ejes coordenados dividen a este trazo.
Resp.: 1:2:2

22) Determinar la interseccion de la recta
que pasa por les puntos P(1;7) y Q(0;4)
con la recta que determinan los puntos

R(7;1) y S(10:2).

Resp.: (=2, =2)

23) Determinar los vértices del tridngulo que
determinan al cortarse las rectas L;:
4x —3y+13=0, L,z 5x+2y-24=0,

Lgix+5y 49 =0.

Resp.: (—4, —1), (6, =3}, @D

24) Los vértices de un cuadrilatero son:
CA(-4, -3), B(6;3), C(3;9) y D(-2;6).
¢ Queé clase de cuadrilatero es?

Resp.: trapecio, pues m(AB) =m(CD) = -%-

25) Un angulo esta formado por los trazos AB

_y BC. Si A(—4, —3), B(6;8) y C(3;9), ¢son

perpendiculares estos trazos?
Resp.: No, puesmy-me#= —1

26) Determinar el éngﬁlo agudo que forman
las rectas: x =3y =4,y =3x +4 ;
Resp.: 53°8 :

27) Los vértices de un cuadnlatcro son

-3), B(6 3), C(3;9) y D(—2;6).

‘Determinar las coordenadas del punto de

interseccién de sus diagonalés y el angulo
obtuso que forman.

Resp.: (%,5); 99°42°
28) Desde el punto G(3;9) se traza la perpen-

dicular al trazo determinado por los pun-.

tos A( —4, —3) y B(6;3). ;Cu4ntd mide esta

perpendicular? ;Cual es la ecuacién de es-

1 taperpendlcular? =
- Resp.: d = T'__’Y = —

29) a) ¢Cudl es la ecuacion de la rec_la que pasa
por el punto P(10, —2) y es perpendicular a

= x +14

la recta que pasa por los puntos A( -2, —3)

y B(7;4)? b) ;Cuales son las coordenadas
del pie de la perpendicular? c) ;Cuil es la

ecuacién de la recta paralela a AB por el

punto P? .
 Resp.: a) 9x +7y —76 =0; b)(‘55 = ),

c)7x —9 —88 =0

30) Una recta L; corta a los ejes coordena-
dos de un sistema en los puntos A(0;6) y
B(5;0). Otra recta L, los corta en los pun-
tos G(0; —4) y D(2;0). Determinar:
a)Li N Leg; b) % (L, L)
Resp.: a) (3 — ,2—1); b) 66°23’

-31) Los vértices de un poligono convexo son

A(—3, -2), B(,

E{ —5;5). Determinar:
a) la ecuacion de la diagonal AD; b) &
EAB; ¢) ;En qué punto corta el lado AB al
eje de las Y? d) ;En qué punto corta el lado

—4), C(10;4), D(5;7) ¥

AE al eje de las X? ¢) ;En qué punto se cor-
.tan las prolongaciones de los lados ED y
BC? f) (En qué razoén corta el eje de las Y
al lado DE? ;
Resp.:a) 9x—8y+11=0; b)117°15;
¢) (0; —2,6); d) (-3 3; 0) e) (11,62; 832);
H1:1.
32) Los vértices de un trapezoide son Q(—=5;6),
R( -3, —4), S(6, =2) y T(5;5). Calcular:
~a) si BC // AD; b) si son perpendi:ulares las

diagonales; c) el 4dngulo que forma AC con

BD.
Resp.: —?r, me = —"1%' ;
b) no, puesm, - my ¥ — 1;¢) 84723

a) no, pues my =



33)

34)

Los vertices de 'un cuadrilatere son.

A(=6, —3), B4, —2), C(7; 4) y D(-2; 1).
Calcular; a) su perimetro§ b) su drea; )
la longitud de sus diagonales; d) el ingulo
obtuso que forman las diagonales; €) co-
ordenadas del punto de interseccién - de
las diagonales.

Resp.: ;

a) (=) 31,82; b)375; c)KC = 14,76;
BD = 6,70;d) 125°8’; ¢) ( — 9,9

Los vertices del A ABC son A( —2,=5),
B(6, —1) y C(—4; 7). Demostrar que las
tres transversales de gravedad de este
triangulo se cortan en un mismo punto,
es decir, son concurrentes en el centro de
gravedad del tridzngulo. '

" Solucion: Primeramente - se determinan

las coordenadas de los puntos m_edio‘s de

~ los lados obteniéndose (Fig. 11):

M; (15 3), Mz (—3; 1) y Ma(2, —-3).
En segl.uda, se deterrmnan Ias ecuacmne
de las rectas AM;,BszCMg

: ml : %=%¢—g ce donde

D 8x —3y= -1

-

BM, : Lo —3— dedonde
1) 2x+9y =3

— 7 < i

CM; ‘E-T T" de donde
1D 5x +3y =1

_Se resuelve el sistema formado por dos de
estas ecuaciones y su solucion se sustitu-
y¢ en la tercera ecuacion. Si la convierten
en una identidad, quiere decir que las
tres transversales son . concurrentes en
este punto.

En este ejemplo, conviene tomar la ecua-
cion 1y la [11, obteniéndose el sistema:

D —3y =i—1
HI) 5x +3y= 1

La solucién de este sistema es: x = 0;
¥y = —;— . Al sustituir estos valores en la ecua-
cion II) resulta: 2:0+9: —;— =3 de
donde: 3 = 3. :

Llegamos a una identidad; por lo tanto, las
tres transversales de gravedad se cortan
en G(0; -%—)

35) Demostrar que en el A ABC del pro-

f:slema anterior las tres simetrales de los
lados son concurrentes (el punto de con-
currencia es el écnlro de la circunferencia
circunscrita al trizngulo).
Solucion: Primeramente -se determinan
las coordenadas de los puntos medios
M;, M; y M; (ya determinados
en el problema anterior).

En seguida, se determina la pendiente

de cada lado obteniéndose: para AB: m; = %

de donde: m¢ = —2. Por lo tanto, la ecua-
cion de la recta perpendicular a AB en M,
es:

-Yig- = —2=»1)2x +y = 1. Enforma ana-
loga se obtienen para BC; m; = —?4 de

donde: me = i?— ; 1a recta perpendicular en

. ¥y=3 5 ! iy s
M, Bl ) 5x — 4y 7.
Para-AC resulta m = —6,m = % . Per-

pendicularen Mp: 1l x — 6y = —9.
) 353(




Resolviendo el sistema:

IT) 5x —4y = —7

I x —6y = -9
‘ R 1Y e
se obtiene: X = — 75, y = 73 Estos valores sa-

tisfacen a Ja otra ecuacién (I).
Por lo tanto, las tres simetrales se cortan en

3 19)_ ;

elpunto(*ﬁ,rg

36) Demostrar que las tres alturas del A ABC
del problema anterior son concurrentes.
Solucion: Primeramente se determinan las
pendientes de cada lado (ya determinadas

en los problemas anteriores):
AB:m, = é— luego: me = —2es la pendien-
te de la altura que pasa por C. Su ecuacion
es: I) 2x +y = —1 (para h.).
BC:m, = l——‘;—— luego: my =% es la pen-

diente de la altura que pasa por A. Su ecua-
ciones: 1) 5x —4y =10 (para h,):

. AC:my; = —6, lucgo_:‘ my =% que es la pen-

diente de la altura que pasa por B. Su
ecuacion es: IIT) x —6y =12 (para hy).
Resolviendo el-sistema formado por dos de
estas ecuaciones se obtiene:
=5 y=—2qal isf 1

X =13, Y= — i3 valores que satisfacen a la
tercera ecuacion. Por lo tanto, las tres al-
turas se cortan en el punto H(_l—%,_ -.—f—g")'

que es el ortocentro del triangulo.

. 37) Demostrar que son concurrentes las tres
simetrales de los lados del tridngulo PQR
siP(=5, -4),Q0, -2)yR(-2;6).

Resp.: Punto inters. ( — % ,%).

38) Demostrar. que son concurrentes las
transversales de gravedad del tridngulo

ABCsi A( -6, —5), B4, —3), C(—4;3).
Resp.: G(=2, — % )

39) Demostrar que las alturas del triangulo
del problema anterior son concurrentes.

-_-.:_ .R@p‘_;.ﬂ(_%’ ._21_%_).
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40) Los vertices de un triangulo son:
R( -5, —2), B(7, —4)'y T( —3; 6). Demos-
trar que sus tres simetrales concurren al
punto (1,6; 0,6).

41) Idem. que sus transversales de gravedad
concurren al punto G ( — —;— ).

42) Idem., que sus tres alturas 'se. cortan
en el punto H ( -—ZEL, —.%).

43) Los vértices de un triangulo son:

A(=5, =2), B(7, —4), C(—3; 6). Calcular
el radio de la circunferencia circunscrita
al triangulo. (Ind. guiese por el probl.
35; determine el punto de interseccion
de dos simetrales, v, despueés, calcule la
distancia de este punto a uno de los ver-
tices). :

Resp.: © (1,6;0,6);r =02 .\/ 1256

44) ;Son concurrentes las rectas:

Li8x—3y+1 =0,Ly:y = —5x +3,
Ly:Sx +3y =172 '
Resp.: Si, en el punto (0;%}.

45) Dermuestre que las rectas:

Li: 3x +7y — 11 =0

Lyt 02x + 0,12y = —1

La:y =05 - X + 9 son concu rrentes.
‘Resp.: en( —8;5).

46) Determinar la ecuacion de la recta que
pasa por el punte (2, —3) y por el
punto de interseccion de las rectas:

Li:5x —4y+7 =0,L3:x —6y +9 = 0.
Resp.:2x +y = 1; P(—%,}—g )

47) Una recta pasa por los puntos A(2; 6)
y B(5; 9). Otra recta esta dcterminada
porlos puntos C(2; 1) y D (6, —3).

Calcular: a) la interseccion de ellas; b)
el 4angulo que forman; c) ecuacién de la
recta AC; d) ecuacibn de la recta BD:
e) interseccibn de las rectas AD y BC;
f) inclinacién de la recta AC; g) inclina-
ci6n de Ia recta BC; h) angulo obtuso que
forman AD y BC. ‘ '
Resp.:2) (=05, 35) b) 90° Ox=2;
d)y = —12x + 9; ¢) 3z, 355 0 90°;
g) 69°30°; h) 135°20°. s




48) Determinar, por medio del grafico, la
ecuacion general de cada una de las rec-
tas Ly, Lo y Ls. (Figs. 12-13-14).

Fig. 12 Fig. 13

(Indicacion: aproveche la Pecuacion de seg-
mentos<).
Resp.: Lyt 4x +3y —12 = 0;
Ly :2x —5y +10 = 0; Ly 3% +2y +6 = 0.
: Y
y - Fig. 14 4

49) Determinar, por medio del grafico, la
: ecuacién principal de cada una de las
rectas siguientes. (Indicacién: en cada

caso determine por el grafico »m¢ y Mnd¢

Fig. 15

Fig. 16

considerando el signo de la pendiente de
acuerdo con la inclinacién de la recta) (Figs.
15,16, 17).
Resp: Li:y = =25 -x+5;

Ly =05 -x+42;
Ls:y = —0,75 -x -3,

Fig. 17

50) ¢Cual es la ecuacion de la recta que pasa
porel origen y por el punto (4;6)?
Resp.:y =15 -x.

51) ;Qué valor debe tener K enla recta:

~ 3x — 5Ky + 16 = 0 para que pase por el
punto ( —2, —2)? : :
Solucion: Basta sustituir en la ecuacién
de la rectael valorx = =2, ey = —2 obte-
niendose: :
3-(—-2) —5K(-2) +16 = 0dedonde:
K= -1

52) ¢Qué valor debe tener K en la recta
5Kx + 2y — 6 = 0 para que sea paralela al

_trazo determinade por A({ -2, —3 v
B(4, —5)?
Resp.: K = &

53) ;Qué valor debe tener K en la recta
6 —2y = 5Kx para que sea perpendicular
alarectady +x + 11 =0?

Resp.: K = —12.
1355 (




54) ;Cudl es la ecuacion de la recta que tiene
una inclinacién de 30° y pﬁsa por el punto
(=330
Resp.:n/3-x —3y +6/3 =0.

55) ¢Cual es la ecuacion de la recta que forma
un angulo de 60° con el eje de las X y pasa
por el punto de interseccion de las rectas:

Li:2x+3y +6 = 0;
o larx =05y =5 =02
Respy —\/3:x +4 +3y/3 =0.

.56) Determinar la ecuacion de la recta que
pasa por el punto de interseccibn de las
rectas Ly: 3x —5y —22 = 0;

~Ls: 6x+7y—10 = 0 y forma un 4ngulo
de 135° con el eje de las X. '
Resp.:y+x-2 =0

57) Una recta pasa por los ]Suntos A(0; 4
y B(1; 7); se corta con otra recta que pasa

por los ‘puntos C(7; 1) y D(10; 2). De- .

mostrar si el punto P(5; 5) pertenece

o no a la bisectriz del ingulo que forman.

(Indicacion: determine la distancia del
puﬁto a las dos rectas).
Resp.: Si.

58) ;Son concurrentes las rectas
Li: 3x+7y —11 = 0; Ly: 5% +3y +25 = 0;
Ly:x 2y +18 = 0:
Resp.: Si, enel punto ( —8;5).

59) Demuestre que las rectas Li: 4x +5y =19,
Ly: 6x+y+17 = 0, Ls: 2x+y+1 =0
concurren en el punto P( —4; 7).

60) Demuestre la colinealidad de los puntos
€2 5@ —Hy(-5 )

61) Calcular el area del A PQR si P(—4; 3),
Q(-2, ~12)yR(-1, =4).
¢ Qué deduce del resultado?

62) Determinar el angulo agudo que forma
la recta 2x +9y +19 = 0 al cortarse con
la recta 7x +3y +19 = 0.
Resp.: 54°18’.

63) Los extremos de un trazo son A( -2, —3)
y B(@4; 3). ;Cudl o cuales de los puntos
P(—3;4), Q(-1;2)yR(5, —4) pertenécen
a la simetral del trazo?

Resp.: los tres. :

64) Los vértices de un tridngulo son A (—5;0),
BB, —1) y C(1; 6). Demostrar si el
punto P(1; 2) es o no el centro de la
circunferencia inscrita al triangulo.

(lnd:: caleular la distancia desde el pun-
to P a los tres lados del A y ver si son iguales).

65) Los vertices de un triangulo son A( —4, —3),
B(6; 2) y C(—1; 8). Calcular: a) el punto
de interseccion del lado AB -con el eje Y;
b) el punto de interseccion del lado AC con
el eje x; ¢) el punto de interseccion del la-

" do BC con las X y con las Y; d) determinar
la medida de los angulos del triz’mgulo.

Resp.: a) (0, —1); b) (— I!’
0 (0, 7L, B~ 0); da = 48°11;
B = 67°10°,y = 64°39".

0);

66) ;En qué punto se cortan las rectas
Li:3x —4y —17 =0,L,: 12x +5y = 26?
£Cuanto mide el dngulo que forman?

Resp.: (3, =2); & =75°45,

67) Los vertices de un triangulo son A( —2, —5),

B(o, —1) y C( —4; 7). Determinar la dis-
. tancia desde el punto ( —8; 5) a los tres
lados. :

68) Los vertices de un triangulo son R( -2, =4),
8(9; 0) y T(2; 7). Determinar la ecuacién
de la bisectriz del 4ngulo TRS. (Indica-
cion: demuestre primeramente que ¢s un
triangulo isosceles).

Resp:: x—y = 2.

69) Determinar el L.G. de los puntos que

equidistan de los extremos del. trazo de-
terminado por A( —1, —5)y B (11; 7).
Resp.: LGi:x+y -6 =0.

70) Demostrar que el punto (5;2) equidista de
los lados del 4ngulo CAB siendo A( —4; 2),
B(5, —1)y C(5; 5).




‘4. UNIDAD

-Ecuacién normal de una recta. Distancia de un punto a una recta. Ecuaci6n del plano. Ecuacién _

de la bisectriz.

OFTATIVO

490. ECUACION NORMAL DE LA
RECTA
Si en la ecuacién general de la recta Ax +By +
+C = 0 se hace y =0 se obtiene x =OP: analo-
gamente, al hacer x =0 se obtiene y =0Q. Esto
nos lleva, como ya'vimos anteriormente, a la
ecuacién de segmentos de la recta (N° 484)
(Fig. 1).
AN sk

oF  0Q

La normal (perpendicular) . OH = p
desde el origen a la recta L forma con el ¢je
de las abscisas X el dngulo «. Con esto se
obtienen los siguientes valores para los seg-
mentos- OP y OQ recordando que % POH =
= % POO = « (pues son éangulos de lados
perpendiculares):

OP - 2 ;00 - 2

COSex °* SEn of

Al sustituir estos valores en' A) resulta:

X-cosa ty-seng =p (x1x)

) Esta ecuacion se llama: ecuacién normal
de la recta.

491. EJERCICIOS

1) (Cual es la ecuacién normal de la recta

si la perpendicular desde el origen a ella
mide 2v/ 3, y forma un é4ngulo de 30°
con las X?

Solucidn: Se tiene p = 2v/ 3, « = 30°,

sen 30° =—%~, cos 30° =_;"'\/. 3. Porlo -

tanto, al aplicar la ecuacién anterior, se obtiene:
X+ % \/‘rf’;-l-y : -5— =23
e
iDibujela Ud.!

2) Una recta corta a los ejes coordenados en
los puntos A(15; 0) y B(D; 20). Determi-
nar su ecjacion normal. ;

Resp.: 08 -x +06-y =12
3) La ecuacibn de segmentos de una recta’

es -x-+—= 1. ;Cul es su ecuacién normal?
4

Resp.: = - x +-—g- -y =—5—12

4) Una recta corta a los ejes coordenados
determinande un trazo de 13 unidades.
La menor distancia desde el origen a este
trazo es 6 unidades. ;Cual es la ecuacién
normal de la recta?

Resp.: 3x +2y =65/ 13.
OPTATIVO

492. DISTANCIA DE UN PUNTO 4

UNARECTA
Ya hemos calculado anteriormente esta dis-
tancia (N 488). Ahora, aprovecharemos la ecua-
cion normal de la recta.

Sea el punto P, (%, ¥); »d® la distan-
cia desde este punto a la recta L; ademais,
Ol —p, =

La proyeccion de xo sobre »p« es OF = u;
la proyeccién de yo sobre »d¢ es PE = v.
Fntonces:

)357¢
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=.
If

Xo * COS

Yo - Sen

e R Fig.2

Po(*0+ Yo)

<

BN
a

U +v =X "coS«a + ¥, -Sene
pero:u +v =p +d

Luego:p +d =xg - cos« + yo - sen«
de donde: )

(xx)

d =x -cosa +y,sene —p

OPTATIVO

493. ECUACION DEL PLANO

Una ecuacion de primer grado con tres incog-
nitas representa en el espacio (R’) un plano
que corta a los tres ejes coordenados de un
sistema ortogonal tridimensional:

Ax +By +Cz =k

(xx1)

En efecto:

siy =0,z =0se obtiene: x =a=»A(a,0,0)

six =0,z =0 se obtiene: y

k-
A
+ =b =B(0,b,0)

six =0, z =0se obtiene: z = % =c = ((0,0,¢).

Obtenemos de esta manera tres pu'ntos
del espacio que bastan para determinar un pla-
no (P).

Si la ecuacién anterior (xx1) se divide por k,

resulta:

Ax By Cz
Tertep el

X

]

¥ =
I"f_*E-F X =1
A B C
de donde:
= thne (xx)

Esta expresion se llama ecuacion de seg-
mentos del plano en lacual a = OA, b = OB,
= 0C

494. EJERCICIOS

1) Dibujar el plano que pasa por los puntos
A(2, 0,0), B(0,6,0) y G(0,0.,8).

2) Dibujar el plano cuya ecuacion es;
5x + 6y + 8z = 24.

3) :Oué plano representa en el espacio la
ecuacion: 3y +4z = 12? :

4) Determinar la ecuacién del plano que pasa
por los puntos A(4, 0, 0,), B(0, 3, 0) y
C(0,0,8). .

Resp.: 6x + 8y + 3z = 24.

5) Determinar la »cota¢ del punto:

P(2; -4; z) para que pertenezca al plano
5x — 3y + 2z = 20.
Resp.:z = 11.

6) Dibujar el plano cuya ecuacion es:
5x — 6y + 15z = 30,

7) _Dibujér el plano cuya ecuacion es:
3x — 8y — 6z =24

8) Verifique. cuiles de los siguientes pun-

tos pertenecen o no al plane: 6x +4y +9z = 36.

Py (0,0,4), P, (1;0,75; 3),
B (2= 4), B =39, 2),
s (55 85— 1),

Resp.: todos menos Ps.



9) ¢Cual es la ecuacion, en el espacio, del

plano (YZ)?

OPTATIVO

495, ECUACION DE LA BISECTRIZ
_Cohs_i_cicre_mas un punte Py (%, x) de
una de las bisectrices del Angulo formado por
las rectas L;
males se c'or..mcenA Entonces, las distancias

de este punto a las rectas son:

d = Ay vz + By oyo 6
' AL R
goon Aok B v+ G
: AT B

Y

y L: cuyas ecuaciones nor-

Para que Py

pertenezea a la bisectriz

debe verificarse d; = d,. Esdecir:

.Al‘)f.n +B| *Yo +C;

_ A By G
'\X:“\'12+B1r

‘\/A_zz T 'B-_zﬁ'

Al tomar
resulta:

A ox +Bl-'}’ +Cl
‘\/44;12 +B?

= Ao - x +B'?"Y +G
Vv A? + B

Esta es la ecuacion de la bisectriz de uno de
los angulos que forman las rectas. Al considerar
el signo de las raices, se obtiene d; —=d,.
Con esto se obtienen las ecuaciones de las dos

- bisectrices que son:

un. punto vanable P(x, y)

Avcx + By +G
'\/All + B,

_ Beex By +6G
VA +B

A-x +B oy + G + Asex + By - y-i-(‘.zzo
\/Ai + B;? ‘\/A‘zz‘i'Bs

(xx1v)

496. EJERCICIOS

1) Determinar las ecuaciones de las bisectri-
ces de los dngulos que forman las rectas:
Lit4x—11y =36 = 0,L,: I1x —4y +6 =1

Resp.:Ll:x=y =20, L”:x+y+6=0.

2) Dos rectas al cortarse forman un énguld
cuyo vertice es el punto P(-—2; 8).
St la ecua.tié.n de una de las bisectrices
es: L
del otro angulo que forman las rectas?
Resp.:L7:x —y +10 =0

Xx+y =6 =0, ;cuadl es la bisectriz

3) Determinar la ecuacién de Ia Biscctr'izl
del angulo agudo que forman al cortarse
lasrectasLiix +3y —2 =0,

L;:x —3y +10 = 0.
Resp.:y = 2.

4) Determinar las ecuaciones de las bisec-
trices de los angulos que forman al cor-
tarse las rectas Ly: x —2y —2 =0,
Lp: 11x —3y+35 = 0.

Vernifique el

resultado que encuentre

para el punto de interseccién de las
rectas.
Resp.: P( -4, —3);
L (11 —+/ 26) x+

+2+/ 26 = 0.

5) Determinar una ecuacién de la bisectriz,

2\/26=3)y+35 +

de uno de los angulos formados por las
rectas:
Li:x—2y-2 =0,
L::6x+7y —50 = 0. :
Compruebe su resultado para el vérti-
cedel angulo.
Resp.: P(6;2).
L: /17 —6) x—(2\/_+? ) -y +50 —
—25/17 =0. : _
6) Determinar la ecuacién de la bisectriz del
angulo formado por las rectas:
Li: 6x+7y —50 = 0, Ls: Ih\—3y+35 0.

}359¢(
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Compruebe su resultado para el punto
de interseccion de las rectas.

Resp.: P(—1;8).

L 64/ 26 — 114/ 11)x + (726 +
+3: A1)y =510 /26 +7 +/17) =0.

7) SedanlasrectasL;: 3x +4y =12,

L.: 5x —12y = 60.
Determinar:
b) la ' ecuacion de las bisectrices;

a) su punto de intersec-

cion;

¢) ¢a cual de las bisectrices pertenece

el punto (8; 7)?

)s60(

8)

Resp.:a) (42,- L),
b) L’: 7x +56y +72 =0 (angulo agudo);

L”: 8x —y—57 =0 (angulo obtuso, c)ala
del angulo obtuso.

la ecuacibn de

Determinar- la bisectriz

del angulo que forman las rectas que pasan

_por los puntos A(7; 1), B(10; 2) y C(1; 7),

D (0; 4), respectivamente.

Resp.: L’ y = x; ;cual esla otra?
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44 UNIDAD

La circunferencia. Ecuacién general y ecuacién canénica. Discusién de 'la ecuaciéon general

de la circunferencia.

497 ECUACION DE LA C_IRCUNFER-ENCIA

‘Para determinarla basta calcular la distancia

entre su centro y un punto de ella. Siendo C'{u,v)
el centro ‘de la circunferencia de radio »r¢ y
P(_x,y) un punto cualquiera de ella, la distancia
entre Cy P, segiin la formula I, es: (N° 470).

r =+ (x=u)’ + (y—v)

o bien:

(x —u) +(y—v}" = ¢

(xxv)

Esta es la ecuacion de la circunferencia de
centro C(u,v) y radio »r¥ (Fig. 1).

Fig. 1
Si el centro de la circunferencia coincide

con el origen 0 del sistema de coordenadas, es
decir, siu =0, v =0, se obtiene la ecuacioén:

X +y =1

(xxvr)

Al desarrollar la ecuacion XXv se obtie-
ne:

X +y —2ux —2vy+uf +v —F =0/

(XxXVII)

- A esta ecuacion se le llama ecuacidn gene-
mal de la circunferencia; en cambio, a la ecua-
cion XXv se le llama ecuacion canénica.

Se presentan dos problemas por resolver:

-a) conocidas las coordenadas (u, v) del
centro C y el radio »r«, determinar la ecuacién
de la circunferencia.

Ejemplo: 1) Si C(—3;5) y r=10, la ecua-
cién de esta circunferencia es:

(x +3)* + (y —5)* =100 (ecuacién canénica).
o bien: ¥ +y* +6x —10y —66 = 0 (ecuacién
general; se obtiene desarroilando y ordenando
1a ecuacion candnica).

b) conocida la ecuacion de la circunfe-
rencia, determinar las coordenadas del centro
¥y su radio.

Si se da la ecuacién canénica el probiema
se resuelve facil y rapidamente.

Ejemplo 2) Determinar el radio y las
coordenadas del centro de la circunferencia
(x +6)* + (y =3 = 64.

De esta ecuacién se obtiene inmediata-
mente: u = —6, v =3, r =8. No es tan facil cuando
se da la ecuacion general.

Ejemplo 3) Determinar el ecentro y el
radio de la circunferencia:

X +y —10x + 6y +30 =0.

Para obtener de esta ecuacién lo que se
pide debemos completar los cuadrados (x —u)?
e(y—vi"

Se ordena,’ primeramente, del modo si-
guiente:

X —10x +y +6y +30 =0

—

(para completar el primer cuadrado se
suma y resta 25; para completar el otro
cuadrado se suma y resta 9).

Se obtiene:
& —10x +25 — 25 +y® +6y+9-9+30 =0
(x—5% -25 + (y+3} —9+30 =0

'Finalmente, de aqui obtenemos:

(=57 +(y+3) =4. .
)361(



Porlotanto:r=2;u=5v=—-3= C(5, —3)
Mis atras vimos que al desarrollar la for-
ma canoénica (x —u)® +(y —v)’ = se obtiene la

forma general:
X4y —2ux —2vy+it +vF —F = 0.

Ahora, si se designa_ D=—2u, E=-2v,
F=u+V -1
_expresar la ecuacion general de la circunfe-

se obtiene otra manera de

rencia:

X +y +D:x +E.y+F =0 (XxvII)

De las designaciones anteriores obtene-
mos, también:

u= -2 v=- L oD +E —4.F

Con esto la ecuacion candnica puede, asi-

mismo, expresarse en la forma:

x+3) +(+5) =1

El ejemplo anterior lo podemos resolver
por este camino obteniendo:

D =—10dedonde: u =- "21—0= 5 :
6 = C(5, -3)
E = 6dedonde:v=——=-3
por otra parte:
e 2 2 i 3
= ( 10)- +46 i = 4 de donde:
g=2

Entonces, 12 ecuacion canonica es:

(x =5 +(y+3° =4

498. DISCUSION DE LA ECUACION
GENERAL DE LA CIRCUNFERENCIA

¥ +y 4Dx +Ey+F =0
S %
1) Si D =E =F =0 se obtiene: ¥’ +y* =0.
Esta ecuacién se satisface para x =y =0;
es decir, corresponde al punto (0,0) que es el

origen.
2) Si >0 la ecuacién corresponde a la

circunferencia de centro (u—lzl, = —%—) y radio

7 r=—2—-v'l VD' +E' —4.F.

- )382(
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3)Si D=E=0 y <0, significa que
x* +y¥<0 lo que no puede existic pues
VxaAVy se tiene x=0e y =0. Por lo tanto,
no existe ningun punto que satisfaga x* +y* = —r
lo que conduce al conjunto vacio. '

48 &4+ v =1
E =0. En este caso el radio de la circunferencia

es Mri y tiene por centro el origen del sistema.

Se llama Yecuacion centralte.

499. EJERCICIOS

1) Determinar el radio de las siguientes

circunferencias:
a) x° + yz =]
b) XX +y =3

¢) 4% +4y =9
d) 2¥* +2y =3
e) a8 -XF +ay =
2) Indicar el dominio y el rango de las circun-
ferencias:
a) X +y =9
b) 5% +5y* =10
c) % X +% syt =8
3) Escribir la ecuacién de las circunferencias

; i 2 X z £
que tienen su Centro en el Origen y pot radio:

B BV oav3
QS

4) Escribir la ecuacion de las siguientes cir-
cunferencias de las cuales se da el radio v

las coordenadas del centro. Dibujarlas.
a) (-2, -3);r =4
b) C@, —2);r =/3
9 CL/E Vi 5
d) C(—3;5);r=2
e) Cl—=l: =b:r=1
D C(-3, ~4%r =5.
5} Determinar el radio y las coordcnadas.dei

centro de las siguientes circunferencias;

ademas, dibujarlas.

a). (x=3° +(y+2? =9

b) (x+v/2) + (y—V/3f =5

o x4y —2x+6y —14 =0

d) 16x° +-16y2 +16x —8y —123 =0

&

implica que D = 0,




e) ' —10x +y° —4y+209 =0
f) 25(x +8) +25(y +2) = 961.
6) :Cual es la ecuacion general de la circun;
“ferencia de centro: ( —2:5) y radio 34/ 27

Resp.: X +y* +4x —10y +11 = 0.

7)+ Determinar el radio y el centro de la cir-
ferencia:
X +y —6x +8y —264 =0
Resp.: (3, —4);r =17,
8) .Cual es la forma canonica de la circun-
ferencia:
X 4y +4x — 10y + 11 =0?
Resp.: (x +2)* +(y =5 = 18.
9) ;Cual es el centro, el radio y la forma cané-
nica de la circunferencia
X +y —4x —10y+24 =07
Resp.: C(2;5) r=\/ 5 (x—2) +y—5°"=5.
10) Calcular la distancia entre los centros de
las circunferencias: '
G x ~+—y2 —6_x'. —2y —6 =0;
G- x° +y2 —12x +4y +31 = 0.
Resp.:d =3/ 2.
- 11) Setienen las circunferencias:
G2y —6x —4y —3 =0;
G +y —14x 2y tdl = 0.
;Cual o cuales de los siguientes puntos
pertenecen a ambas circunferencias?
A:2), B(- 12l €066), D, ~4),
B
Resp.: soloA.

12) Se tienen las circunferencias:
Gy (x=37 +(y—2)7 =16;
Go:(x=7F +(y+1} =9
a) ;Son secantes? b) ;Se cortan ortogo-
nalmente? -
(Indicacion: 1°) determinar el punto de
interseccion P de ellas resolviendo el sis-
tema formado por sus ecuaciones; 2°) de-
terminar la pendiente de los radios que

parten de P; 3°) verifique si ﬁ; ==

Resp.: a)si; b) P(7:2); P7( 52 = 3%).

13) ;Cual es el L.G. de los puntos que estan a
4 unidades de longitud del punto C( —2;5)>
Resp.-esla circﬁnfcrencia:.
4y +4x —10y +13 = 0.

14) Determinar la ecuacion de la tangente -a
la circunferencia x* +y* =25 en el pun-
t0:(3,4) de ella.

Resp.: 3x+4y =25.

15) ¢Cual es el centro de la circunferencia
&+ —6x +8y —43 =02
;Cual es la ecuacién de la tangente en el
punto (1;4) deella? : '

Resp.: (3; —4);x —4y +15 = 0.

16) Determinar la ecuacién de la circunferen-
cia que pasa por los puntos A(3, —4),
B2, —5)y G2, —4).

Solucién: La ecuacién es (x —uf+
+ (y —vi =1, .

Debemos determinar los valores de u, v,
r; para esto se sustituyen en la ecuacion
anterior las coordenadas de los puntos
dados:

parael punto A: (3 —u)f +(—4 —v)’
para el punto B: (2 —u)® +( =5 Ly =
parael puntoC: 2 —u) +(—4 —yY

(!
e
(el e e

La resoluciéon de este sistema conduce a
los valores: ' d
u=%—, v = —%, P =%~

Con esto, la ecuacion es:
k=3 ++ ) =5

o bien: x* +y° —5x +9y +26 =0

17) Determinar la -ecuacion de la circunfe-
rencia que pasa por los puntos A(9:4),
B(3;4) y C(9, =2). |
Resp.:x' +y —12x —2y+19 = 0.

18) Una circunferencia pasa por los puntos
A(6:5), B(—=2;7) y C(—4; —1). Determi-
nar su centro, su radio y su eccuacién gene-
ral.

Resp.: (1;2); r =/ 34;
X +y' —2x —4y —29 = 0.

19) Determinar la ecuacién de la circunfe-
rencia que pasa por ¢l punto (5;4) y es tan-
gente al eje delas Y en el punto y =2.

Resp.: (x —2.9F +(y —2) =8,41.

20) Determinar la ecuacion de la circunfe-
rencia que pasa por el punto (3;2) y es
tangentcalaYeny =2..

Resp.: (x—15)" +(y—2)" = 225.
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21) Determinar la ecuacion de la circunfe-
rencia que pasa por el punto (2;3) y es
tangente al eje de las ordenadaseny =1.
Resp.: (x =2 +(y —1)* =4.

22) a) ;Cual es la ecuacion de la ecircunfe-

rencia ‘de centro (4, —3) si es tangente al

~ eje de las ordenadas? b) ;Cual es la inter-
seccion de esta circunferencia con las
abscisas? '
_ Resp.:  a) ® +y* —8x +6y +9 =0
b) 4 +v/7;00A (4 =/7;0).

23) La ecuacion de una circunferencia tan-
gente al eje de las abscisases
X +y —8x +6y+16 =0.

a) ;Cual ¢ su centro?; b) ;su radio?;
¢) ¢su interseccion con el eje de las Y?
Resp.za) (4, =3); b)yr=3: ¢ ¢.
24) ;Cual es la ecuacion de la circunferen-
cia de centro (4;3) y que pasa por el origen?
Resp.: X' +y' —8x — 6y = 0.
Una circunferencia de

des tiene por centro (4;3). Caleular la in-

25) radic 5 unida-
terseccibn  de esta circunferencia con los
ejes. .

Resp.: (0,0); (0;6); (8;0).
26) Determinar el centro, el radio y la ecua-
cion de la circunferencia que pasa por los
. puntos A(4, —1), B( =2, —5) y C(5;4).
Resp.: (=3;3); T =/ 65;
x +3° +(y -3 =65
27) Saque los datos de la figura adjunta y cal-

cule (Fig. 2): ; I

.

3
[od
SEE /
, i \ -5 0 1 _/
N A
TN 2
> & a " *

a} la ecuacion general de la circunferen-
cia dibujada;
b) la ecuacion de la tangente en el pun-

1o A;

¢) la ecuacion de la tangente en el pun-
toB. :

Resp.: a) x* +y* +4x —6y —23 =0

: byx =4; ¢y= -3

28) Determinar las interseeciones de la cir-
cunferencia de centro (—4:;5) y radio
2+/10 con la recta que pasa por los
puntos A(0;9) A B(3;0)

Resp: LN O =1{(2;3), (—0,4;102],

29) Se da Ila X +y —2x
+6y +5 =0. Calcular la ordenada de un
punto de ella si su abscisa vale 2.

Resp.iyi = —1; v =5,

30) Determinar la interseccion de la circun-
ferencia de centro C(1, —3) y radio v/ 5
con la recta x =2.

Resp: LN O = {2, -1)2,-5] .

circunferencia

. 31) Determinar la interseccion de la circun-

ferencia de centro C,(—4;5) y radio
24/ 10 con la circunferencia de centro
C(1; —2) y radion/ 26.

Resp.: NG = {@23), (- 57 ;- 37) )

32) Determinar la ecuacién general de Ia
circunferencia de centro C(4; —2) y que es
tangente al eje de las ordenadas.

Resp.: x' +y —8x +4y +4 = 0.

33) Una circunferencia que es tangente al
eje de las Y tiene por centro (4; 42). Cal-
cular la interseccion de esta circunferen-
cia con el eje de las abscisas. .

Resp.: XN © = |(0,54;0), (7,46;0)}.

34) Calcular el area comprendida entre las
circunferencias:

Ci:x® +y* —8x +4y+16 =0,
Coix® +y' —dx +2y —20 =0
Resp.: area =21 r.

35) Calcular la longitud de la cuerda que la

recta y =6 —x determina al cortar a la cir-

cunferencia de centro (2, —1) y radio 5.
Resp.:d = 5V 2. =

36) Una circunferencia pasa por los puntos
A(2;4), B(6;2) y G(7; —1). Determinar la




ecuacion de la tangente a esta circunferen-

ciaenel puntoB.
Resp.:4x +3y—30 = 0.
37) ;Cual es la ecuacion y la inclinacién de la
' tangente comun a las circunferencias de
centro € (3;2) con radio 3v/2 y a la
circunferencia G, (B; —3) con  radio
2/ 2? :
Resp.ox—y =7; « =45
38) Calcular (Fig.3) el area del segmento

circular A determinado por la circunfe-
renciax’ +y’ =49ylarectax +y—7 =0.
: L

Fig. 3

(Consideres = = ).
Resp.: A = 14.

39) Calcular: a)el radio de la circunferen-
cia de centro (—8,—2) que es tangente a
la recta L: 3x —4y —15 =0;b) las coordena-
das del punto de tangencia; c) la ecuacién
de la circunferencia.

(Indicacié.n: 1°) caleular la  distancia
d=r del centro a la recta; 2°) determinar
la ecuacion de la recta que pasa por el pun-
to ( —8; —2) y es perpendicular a L; 3%) re-
solver el sistema formado por la ecuacién
de esta perpendicular y la de la recta L).

Respoayr =61: b)(—428; —6,96);

¢) 25(x +8)* +25(y £2)*=961

- 40) El centro de una circunferencia es (3;2) y

su radio 3 v/2; el centro de otra circun-
ferencia es (4;1) y su radio 22
Demostrar: a) que el punto de intersec-
cion de estas crcunferencias y sus cen-
tros son puntos colineales; b) que la
ecuacién de la tangente comin a ellas es:
x—y-—7 =0.
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45 UNIDAD

Repaso: concepto de funcién, dominio y rango.

500. Recordaremos sucintamente estos concep-
tos ya estudiados en Algebra. Supongamos que
un operario gana § 10 por hora de trabajo al dia
mas $5 de bonificacion diaria para: locomo-
cion, permitiendosele trabajar un maximo de
8 horas diarias, sin considerar las fracciones
de horas.

Entonces, al designar por "yt lo que gana
al dia y por Px¢ las horas diarias que trabaja,
se obtiene 12 ecuation:

y = 10-x + 5.

Es obvio que lo que gane al dia dependerd
* de las horas que trabaje. Por lo tanto, en este
caso, la "x€ es la variable independiente y la vy«
es la wvanable dependiente. Ademas, en este
problema, el dominio es: :

0<xx<8;
el range correspondiente es:

15 <y < 85.

La tabla de valores es:
x| 1] 2| 3| 4| 5] 6] 7| 8|(dominio)
y|15 (25135 [45 55 65 |75 [85 |(rango)

(- Fig 1

-+

(5,5 2

El conjunto de valores de la wariable in-
_ dependiente forma el dominio y el conjunto de
‘los valores de la variable dependiente consti-
tuyeel rango.

- »x« le corresponde una y solo una Yy«

“Existen muchas relaciones, como la pre-

cedente, en las cuales existe s6lo un valor de la
Wy« para cada valor de la"x«. Cada vez que esto
ocurre diremos que la relacion es una funcidn.
Por lo tanto: Yuna funcién es una relacion tal
que a cada valor del dominio le corresponde
uno y sélo un valor del rango®; o bien: »a cada

Considerado desde este punto de vista el
grafico de una circunferencia y de una elipse
no corresponde a una funcion pues hay vertica-
les que contienen mds de un punto de estas

curvas (Fig. 2). (A cada »x¢ le corresponde

mas de una »yd). En estos casos se dice, tam-
bién, que la relacion es una funcion doble.

Y
A

Fig. 2

0

. De esta manera de la ecuacion:
X + ¥° = 49 se obtiene: ‘
y =+ 4§ —x
lo que corresponde a dos funciones:
y = + 49~x;\y=—-m'
cuyos graficos son cada uno, separadamente,

funciones (Figs. 3y 4).

Y Fig. 3
A ]




+7 (conjunto de valores

; ¥ dominio: — 7T =x=
Fig. 4 A de »x«)
rango: —7 < y £ +7 (conjunto de valores
-7 - 7 -X dc )}y({-)_
Cuando ¢l valor absoluto de x o de y es mayer de
7, la cantidad subradical es negativa y, por lo
tanto es un numero imaginario puro.
= Tampoco son funciones, por las razones
dadas, las siguientes relaciones expresadas en
: las figuras 5, 6 y 7,
Lo mismo puede decirse de la elipse. 7 . :Pueden estas tres dltimas relaciones
Ademas, en el ejemplo anterior, obtene- desdoblarse en dos funciones como se hizo para
mos: : la circunferencia?
: : ; : i Fig. 7
! Fig 5 3 Fig. 6 :
} Y ' ¥
4 4
+ X
(0] =
5 X
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46* UNIDAD

La pa_rilbola. Funcién cuadritica. Punto de inflexién. Punto maximo y punto minimo. Dis-
‘cusién de las diferentes férmulas de la parébola. Eje de simetria de la paribola.

501. ECUACION DE LA PARABOLA
Antes de entrar en detalles sobre esta curva con-
sideraremos algunos ejemplos que se presen-
tan en Fisica.

i) La energia cinética de un cuerpo es:

' E. =—-m

Al representar graficamente la relacién
entre la energia cinética 'y la masa del cuerpo,
siendo v =constante, se obtiene la siguiente

Ntabla de valorest en la cual se ha considerado
v=1:

mlol1]l2] 3[4] 5l 6|
R0 |3 1] 1d] 22 5]

Al graficar estos valores se obtiene una

recta que pasa por el origen lo que corresponde
a una funcion lineal pues E='Tm (Fig. 1).

Este resultado indica que existe una propor-
cionalidad directa entre la energia cinética y

: E
la masa del cuerpo: — = constante.

3
2 Fig. 1
&

_ —
O 1 2 3 45 6 7 8

Se observa que existe, ademas, un incre-
mento constante ya que al incrementar la masa
de 1 a 2 la E,. se incrementa dc—é—a L al incre-
mentarse la masa de 2 a 3 la E: se incrementa

- dela -1—5—,etc. Es decir: a un incremento de 1 en
- la masa le corresponde un incremento de%en
~ la energia cinética. '

' u) Conéiderando, ahora, el mismo Icuer—-

po, la masa sera constante. Al variar la rapidez
Wy« se obtiene la siguiente Ytabla® en la cual se
ha tomado m = 2 para comodidad en los calculos:

vi|oli|2]3] 4] 5| 6|
EJoft1]4]9]16]25]3]

De acuerdo con esta Mablat se observa que al
variar la rapidez de 0 a 1 la energia cinética tam-

“bien varia de 0 a 1; pero al incrementarse la

rapidez de 1 a 2 la E. varia de 1 a 4; al variar la
rapidez de 2 a 3 la E varia de 4 a 9, etc. Por lo
tanto, no existe un incremento constante de la
energia cinética al variar la rapidez en forma
constante. :

Entonces: E. =v' no es una funcién lineal
y su grafica no es una recta, sino una curva muy
especial llamada parébdla. Para dibujarla bas-
ta unir los puntos encontrados (Fig. 2).

EC
3 _
15 Fig. 2
12 ,
8
1 17
"
O = i)

iti) Por Cinematica sabemos que la dis-
tancia »s¢ recorrida por un mévil que parte del
reposo con aceleracién constante »a¢ estd dada
porla formula:

=l g8
§ =—-at.

Forme Ud. una tabla para diferentes va-
lores de M« y tome a =2; una vez completada la
»abla® haga el grafico correspondiente: s vs. t.




iv) Si el movil comienza a acelerar cuan- Y

do ya tenia una rapidez V, la distancia que re- T Yo
correra en cierto tiempo £ sera:
s =V, 1 +.-£- -at y=_3:2 y:f-)?
Considere usted V, =2, a =2; forme una y= ‘2

ntabla® calculando s para t =0,1,2,3,4,5 y 6.
Dibuje la parabola correspondiente y comparela
con las anteriores,

592. Los ejemplos ii, iii y iv representan ejems-
plos de una funcion cuadrdtica que, en forma
general, queda definida por la ecuacion:

y=a-x +b-x +c¢ : (xxx)

siendoa # 0,cona, b, ¢, € IR Seescribe también:

f(x) =a-xX +bx +¢ (Xxx1)
i . ~ X
0 i
Analizaremos a continuacion, algunos ca-
sos particulares de la ecuacién cuadratica. 1) Todas tienen sus ramas abiertas hacia

A) Consideremos, primeramente, la funcion: arriba.

2) Al ‘aumentar el valor de "¢ la para-

2
= A~ a_) 0; b = =0 . A
¥y X ( b =c =0) bola se va cerrando cada vez mas.

Por ejemplo: : : 3) Todas tienen hel punto (0,0) en comiin
Vo =x; que corresponde al vértice de cada parabola

= "%' 36
' (punto de inflexion de ellas);

= 2.%%; = 3.¢;
L el * 4) Todas tienen el mismo punto minimo
ys = 4x°. - ' (0,0), pero no existe un punto mdximo. Este
- valor minimo de la funcion f(x) se obtiene, en
= -%xz & Doyt 3 4ol este caso, parax =0. | . '
—4 |- 8 16 32 48 - 64 5) No existen valores negativos de la fun-
-3 | 43 9 18 27| 36 cion f(x) yaque¥ x & IR, f(x) = 0. :
-2 21 4 8 12 16 6) Todas estas parabolas tienen el mismo
E ! =5 1 2 3 + eje de simetriaque esel ejede las Y, (x =0).
-0 0 0 0 0 Gl : ' '
: 1 : 4 B) Analicemos, ahora, la  misma fun-
E 1 | 5 1 2 3 4 > : e
% 5 5 4 8 > i cion y =a-x ;pergcan_a< . Porejemplo:
Bl Ll e oy 36 | - n= -z =¥
S 16 32 48 | 64 ya= =2 yo= 3%
5 12 51 25 50 75 100 & —_4x2. :
E : = - Complete Ud. la »ablac siguiente yr.dibu-
: Al representar, de acuerdo con esta Ma- je en una hoja cuadriculada o en un papel mili-
' bla«, estas cinco funciones, se observa que metrado todas estas parabolas y observard que
| (Fig. 3): " (Fig. 4): ' -
- :




-3 : - ;
y:-zl:(z
2
y=-x
2
y=-2x
5{:-3)!2
y:-f.xz
X %-”xz | =222 | =322 | —4¢
—4
= :
—2
=
0 :
1
2
=3
5% .

T-4

Ta24

“‘-36 b

Fig. 4

1) Todas tienen sus ramas abiertas hacia
abajo;

2) Al aumentar en valor absoluto el va-
lor negativo de »at las parabolas se van cerran-
do;

3) Todas tienen un punto comin (0,0)
que es el vértice de cada pardbela y que coinci-
de con el origen del sistema; :

4) Todas tienen el mismo punto maximo

(0,0) para la funcion y no existe punto minimo.
Este punto maximo se obtiene para x =0.




5) No existen valores posmvos para f{x)
ya querE IR, f(x) = 0;

6) Todas tienen el mismo eje de simetria
queesel ejedelasy. B

@) Analicemos la funcién:

y—a-x* +c@=0,b#0,c#0)

Por ejemplo: consideremos las fuﬁciqne_s: _

=X 43 p=xX-3 p=2x-3
Forme una »tabla de valores y dibuje en un pa-
pel cuadriculado o milimétrico las parabolas

correspondientes a cada ecuacion. Se observa
que (Fig. 5):

Fig.5

1) Las tres tienen el vértice sobre el eje
de las Y y a la distancia »ct del origen.

2) El eje de simetria de las tres es el
ejedelas Y (x =0).

3) Las curvas que tienen el mismo valor
para la »at son congruentes y solo se encuentran
trasladadas en el valor de »c¢. (En nuestros
ejemplos, se tiene y; = y). :

4) Al incrementar el valor de »a¢ las ra-
mas de la parabola se van cerrando.

5) El punto minimo de las tres corres-
ponde al punto (0,c).

6) No existe en ellas un punto maximo.

* D) Analicemos la funcion:
y=ax +bx(@a#0,b#0,c =0;3bER)
Por cjemplo

=¥ +2% 7 =% —-‘2x, ¥a = ~5x

/

Formemos la siguiente tabla:

x | +2x] & —2x| ¥ —5x
—5 15 35 50
—4 S e 36
-3 3 15 24
-2 0 8 14
—1 —1 3 - 6

0 0 0 0

e s

2 8 0 —6

3 15 3 —6

4 24 8 —4

5 35 15 0

6 48 24 6

Al construir los graficos correspondien-
tes a cada una de estas parabola, se observa que
(Fig. 6):

i )371(




Fig. 6

1) Todas pasan por el origen, es decir,
tienen el punto comun (0,0).

2) Las tres tienen distinto ¢je de simetria,
pero, todos paralelos entre si y al eje de las Y.

3) El vértice de ninguna de ellas estd so-

bre el eje de las Y ni sobre las X.

4) En el caso de b>0, el eje de simetria est4

trasladado hacia la izquierda del eje de las Y:

y si b<C0, esta trasladado a la derecha de este eje.

5) Las tres parabolas son congruentes
y solo se encuentran trasladadas horizontal o
verticalmente respecto a los ejes del sistema.

E) Veamos, ahora, el caso mas general
“que corresponde a la funcién cuadratica:

y=ax +bx+c (abcER)

Vi =X —2%;

: Va2 =X —2% +3;
= y;=x' —2x —5; es decir, los casos en que ¢ =0,

Complete Ud. la Mabla® siguiente: -

X X —2x 2 —2x 43 X —2x =5
—5

—4

Al construir estas curvas de acuerdo con
esta Ptabla«; se observa (Fig. 7):

1) Todas tienen el mismo eje de simetria
y la posicion de éste no depende del valor de »ct«
sino del valor de »at y »bt




eje simetria parabola cuyo eje de simetria es paralelo a las

Y (Fig. 8). En cambio, la ecuacion:
x =ay +by +¢c

(que no es funcion) tiene también por grifica

L
|
|
|
|

Y .
2 una parabola, pero su eje de simetria es parale-

lo al eje X (Fig. 9).

La funcién cuadratica y=ax" +bx +¢
s¢ anula, o sea y =0, en los puntos x’ y x”. Por -
lo tanto (Fig. 8):

ax’ +bx +¢c =0
en la cual ®’ y x”’ son las raices de esta ecuacién, y -
tienen la propiedad de que:

b

3 1
X +x° = =

.Pe'ro, por ser L (Fig. 8) el eje de simetria,
el punto M equidista de x’ y x”. Por lo tanto, ob-

I
|
|
|
1
l
|
]
|
|
I :
|
|
|
|
|
|
|
|

X

enemos:
=X u = 22 dedonde: |u =52 | (xxxm)
Y
4 L = eje simetria
|
|
|
|
"En estos tres ejemplos la ecuacién del :
eje de simetriaesx =1. :
2) Para cualquier valor de x la funcion |
y2 es mayor en 3 unidades al valor de y,. De la 3 l
misma manera, el valor de y3 es 5 unidades me- |
nor gue y;.- 1
3) Las tres curvas son congruentes y so- I
lo se encuentran trasladadas verticalmente x {
respecto al eje de las X. A o }“
4) Cada una corta al eje de las Y en puntos }
diferentes que corresponden al valor de »et. : - Fig. 8
vi = fi{x) corta alas Y en el punto (0,0) i Y
Yo = fz(x) corta a las Y en el punto (0,3) .
ys = f(x) cortaalas Y en el punto (0, =5). 4 Fig. @

5) Ninguna de estas funciones tiene va- ; /
“lor maximo (punto maximo), pero cada una
tiene un valor minimo (punto minimo) distin- :

to que corresponde a la ordenada del vértice
de cada parabolaiy; = —1; y, =2;y3 = —6. v eje simetria

503. DISTINTAS ECUACIONES DE \ = —

0
LA PARABOLA. Discusion \ . |
Ya hemos dicho que la funcién cuadritica: ‘ \
y =ax’ +bx +c representa graficamente una :




Al sustituir este valor en la ecuacién
y =ax’ +bx +c se obtiene el valor de la ordena-

da »v« del vértice V de la parabola:
v'*a(—25~)+b( by +¢

- Haciendo los calculos y reducciones, resulta.

4ac =b* : :
v 2% : . (xxxm)

= ™~
Luego: las coordenadas del vértice son:

V (u,v) | obien: [V ( 23 : ﬁ-%a—h ) (xxxiv)
Conocidas las coordenadas del vérdce

V(u,v,), a la ecuacion cuadratica y =ax’ +bx +c
se le puede dar la forma candnica:

v =_a-(x—u‘)%\+’v

enlacuala # 0 a,u,v ER.

En efecto, podemos hacer las siguientes
transformaciones para darle esta forma:
y =ax’ +bx +c (se saca factor comin »a«)

& 2 b c b
y=a(x +—-x+—-) (se suma y resta iT

para completar el
cuadrado de un bino-
mio).

h?.

: 2 b . s
y =a-(x X +4_ag_Tar+?)

y=a- [(x+ )"+i"‘7';;—-]

4ac—b’

y= a(x+ )2+4a': ,peroT=-—u =V

luego: y =a(x—u)f +v

(qed)

Las coordenadas (u,v) del vértice V de la
parabola determinan el valor minimo de la fun-
cion cuando las Pramas¢ se abren hacia arriba
(debe ser a>0); o indican el valor maximo de ella
cuando las »ramas¢ se abren hacia abajo (2 <0).

304. En resumen, podemos dar las siguientes
conclusiones: _ :
“1) La gcu&cifln de la parabola es:
y =ax’ +bx +c; o bien:
y =a{x—uf +v
2) El vértice de la parabola es: V (u,v)

4ac —b’
4a

siendozu =52 ; v =

© yama(

(xxXxXV)

3) Si a>0 las ramas de la pardbola se abren
hacia arriba;- existe un punto minimo (uyv),
pero no existe maximo ya que las ramas se ale-
jan hacia + =.

4) Si a<0 las ramas de la parabola se abren
hacia abajo; existe un punto maximo (u,v),"
pero no existe un minimo ya que las ramas se
alejan hacia —=<.

5) El eje de simetria es paralelo a las Y

y su ecuacion es x =u siendou = ;—ab :

6) El valor delu| indica el nimero de
unidades que el eje de simetria de la parabola
est4 trasladado horizontalmente. Asi:
si u=0 no hay traslacién y el eje de simetria
coincide con el eje de las Y; :
si u>0 el eje de simetria esta trasladado hacia
la derecha del eje delas Y;
si u<0 el eje de simetria esta trasladado a la iz-
quierdadelas’Y.

7) El valor |v| indica el nimero de uni-
dades de la traslacién verfical de la pardbola
respecto al eje de las X.

Si v =0 no hay traslaciéon y el vértice de la parébo-
la esta sobre el eje de las X;

si v>0, la traslacién es hacia arriba respecto al
eje X.

si v<0, la traslacion es hacia abajo de este eje.
Desarrollaremos dos ejemplos:

DEn la pardbola: y=2x"—12x+14
determinar: a) su vertice; b) su maximo y mi-
nimo; c¢) ecuacién del eje de simetria; d) su
ecuacion canonica; e) la traslacién horizon-
tal y wvertical; f) su ecuacion general; g) gri-
fico de esta curva.

Solucian:

; l =2
a) Siy=2x"—12x +14 = lb = —12

c =14
= b —(-12)
luego: u = PR el =3
dac =5 112144 o
TR PV 8 = :

Por lo tanto: V(3, —4).

b) Como a>0 p'ues.a=2, la parébolz_i tie- .
ne su minimo en el punto (3, —4); no existe ma-
ximo. '

c) El eje de simetria es x=u=x=3 (es

la paralela al eje de las Y por el punto x =3).



d) Siendo a=2, u=3, v=—4 la ecuacion

canonica de la paribola es:
y =2-(x=3)" —4.

e) Como u=3Av=—4, la traslacion ho-
rizontal es de 3 unidades a la derecha de las Y,
y la vertical, es de 4 unidades por debajo de las X.

f)y=2-(x -3 -4 conduce a la ecua-
cion general dada: y =2x° —12x +14.

g) iHagalo Ud.! (Ubique los puntos

encontrados y aproveche la ecuacion canéni-
‘ca para encontrar ficilmente otros puntos).

ID) Siy= —3«(x +2)° +1, determinar:

a) el vértice; b)la traslacion horizon-
tal y vertical: c) ecuacion del eje de simetria;
d) su ‘maxime y minimo; €)la ecuacion ge-
neral; f) dibuje esta parabola.

Solucion: ;

a) De la ecuacion dada se obtiene inme-
diatamente: u = —2, v =1.Porlo tanto: V( —2;1).

b) La traslacion horizontal es a la iz-
quierda pues u= —2; la traslacion vertical es
de una unidad sobre las X puesv =1.

c)x=—-2 (paralf:la a las Y por el punto

=-2).

d) El maximo estd en el punto (—2; 1);
no existe punto minimo pues a <0.

¢) Basta desarrollar la ecuacion dada,
resultando: y = —3x* —12x —11.

f) Guiese por la ecuacion dada y deter-
mine otros puntos; tnalos y obtendra la curva.

OPTATIVO
505. EJE DE SIMETRIADE LA

PARABOLA
Veamos un poco mas detallado este tema ya
tocado anteriormente.

Si consideramos y dibujamos la parabola:

y = 2 —12x + 14 (Fig. 10). '
se observa que su punto minimo es el vértice de
ella V(3, -4) v que las ramas se abren hacia
arriba. El eje de simetria pasa por éstc punto
y esti situado a 3 unidades hacia la derecha del
eje de las Y. Por lo tanto, la ecuacion de este eje
de simetria es x =3.

Se observa, tam_bién, que a puntos equidis—
- tantes del eje de simetria les corresponde el
mismo valor para la »y¢. Por ejemplo: el punto

J (eje de
simetria

/

e il

(5;4) esta a igual distancia (2 unidades) del
¢je de’simetria que el punto (1;4). Es decir:

parax =1Ax =5 se obtiene la misma y =4.
En general, siendo x =u la ecuacion del

eje. de simetria, los puntos para los cuales.

x =uzktd se obtiene la misma Dy«.

Ya hemos demostrado que u =;—ab. Enton-
ces, al sustituir en la ecuacién y =ax’ +bx +c¢
de la parabola el valor x = % +d, y despueés el
valor x = -Egl —d, se debe llegar en ambos casosal

mismo valor para la »y«.
En efecto:
1) six =_—b +d .
—yi=a(d—2) +b(d-2) +c
Al efectuar las operaciones y reducir, se.ob-
tiene:
Yi = i‘fr_-*; +ad’.
2) six=-%-d
= Vi =a-('2_7h-—d)2 +b-(—2_—}’-d) Fc
Al efectuar las operaciones y reducir, se obtie-
ne: ys —af;r—]—J—+ ad’.
Resulta, por lo tanto, ¥: =Yz con lo que se

demuestra que X =u = Tes la ecaamon del eje

de simetria.

)375(




El vértice V (u,v) es el punto de inflexidn L
de esta curva y corresponde 2 un minimo cuan- lj o8

- do »a% es positivo 0 a un maximo cuando »a« :'
es negativo. ] 3t

Problema: Construir la parébbla de la cual se bl

conoce su vertice V, su eje de simetria L y un 4 ffrtsiacemsonenn !
punto P de ella.

- - —.'-.- .._o

Solucion:
1) Desde P se traza la perpendicular a
IL;
2) se dividle VA en »n« partes iguales
(por ejemplo, n =4) y PA en el mismo nimero de
partes iguales;
3);por los puntos de division (1,2,34) Figdl f
 se trazan las paralelas a VL;

P e ] G

5) se unen estos puntos de interseccion;
4) al unir V. con a,b,c y P se obtienen pun-

tos de la parabola en la interseccion con las pa-
ralelas anteriores;

6) para dibujar la otrd rama de la para-
bola basta determinar los puntos simétricos
de los anteriores respecto al eje VL. :

506. EJERCICIOS
A continuacién se indican los grificos de diversas parabolas.

Y
[

(#)

o
o




()

P

{7

| §

(M)

o

Y
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En los ejercicios 1 al 30 se pide colocar
dentro del paréntesis la letra correspondiente
a uno de los graficos anteriores que mas se apro-
xima a la ecuacion dada. ;

Indicacion: guiese: 1°) por el signo de
»a« para saber si las ramas se abren hacia arriba
o hacia abajo; 2°) por el valor »c¢ para saber el
punto en que la parabola corta al eje de las Y;
3°) por las coordenadas del vértice para saber
la traslacién horizental y vertical; 4°) en caso
de duda forme una »tabla de valores! y cons-
truya la curva. Para confeccionar esta »tabla¢
conviene usar la forma canoénica de la parabo-
la, pues con ella se facilitan los calculos.

1) ( )yzxﬂ +4%x —5
Ny maoh
3) (- )y =x" —4x +5
4) ( )y =x +4x +5
5 ( )y=%x +4x

6) ( Yy =x —4x

7 )y = —% +4x
8) ( )y=x-2x —8
9) ( )y =9% +6x+1

10) ( )y = —075x%

11) ( )y = -3 +10
12) ( )y = —x —2x—1
13) ( )y =2x —12x +14
14) ( )y = —%X 18x —19
15) (. )y = —3x —12x —11
16) ( )y =2x* —16x +27
1) ( )y =% -2

18) ( )y = =2% +x
19)( )y =38 -2

200( )y= -4 —5

2) ( )y = 28 —4x

1l

il

22)(( Yy =3

23) ( )y =x> +6x+5
24)( )y=z+% +1
Py gAY S ET
26) ( )y = —(x+2F -2
20 ¢ )y~ —(x—2F

28) ( )y = —x —2x 45

i

29) ( )y = -« —2x -5

30) ( )x =3y, '

31) Se da la pardbola: y=4x — 20x+25.
Determinar: a) su vértice; b) su maxi-

mo o minimo; c¢) el eje de simetria;
d) puntos en que corta a los ejes coorde-
nados; e} dibujarla. '

32) Idem., pero siendoy = (2x —3) —9.

33) En la pardbola: y=2x" — 12x+14 de-
terminar: a) su vertice; b) su ‘punto
maximo o minimo; ¢) el eje de simetria;
d) su ecuacién candnica; €) su intersec-
cion con las X; f) su interseccion con el
ge Y.

34) Idem., pero en la parabola:

y = —3x" —12x —11.

35) Idem., pero en la parabola:
y = —x +8x —19.

36) Idem., pero en la pardbola:
y = 2% —12x +13.

Ademas, dibujarla.

. 37) Los puntos de una parabola son:

A(5;3), B(2, =3) y C(0;13). ;Cual es la
ecuacion de la parabola?

Solucton: Su ecuacion es:

y — ax’ 1bx +¢;

por lo tanto se debe calcu]af a,b,c. Para
esto se sustituye en la ecuacion las coor-
denadas de estos puntos que deben satis-
facerla. Se obtiene:

3 = 25a +5b +¢
parael puntoB: —3 = 4a +2b +e-

para el punto A:

para el puntoC: 13 =¢

Al resolver este sistema obtendremos los
valores: a=2, b=-12, ¢=13. Por lo
tanto, la ecuacion de la parabela es:

y = 2% — 12x + 13.

38). Determinar »u® para que la parabola
y = (x —u)* +5 pase por el punto ( —3;9).

39) Determinar las coordenadas del vértice
de la parabola: y= —2-(x +1)* +v para
que pase por el punto ( —1;3).

40) Determinar las coordenadas del vértice,
de la paribola: y= —3:(x —5) +v para
que pase por el punto (4;2). '

1379(




41) Determinar las coordenadas . del wvértice

de la parabola que pasa por los puntos
(0;13)A ( —4;5) siendoa =1.

42) Determinar la ecuacién de la paribola

que pasa por los puntos (2, —3)A .(6;5)
siendoa =1.

43) Determinar la ecuacién de la parabola
que pasa por los puntos A(3, —8)

A B(1, —8)siendoa = —2.

~ 44) Determinar graficamente y algebraicamen-
te la interseccion de las parabolas:
Y= -3 —Ly=@G+D -1

45) ;Cuales de los siguientes puntos (pares
‘ordenados) pertenecen a la funcion -
y=x —4x+4? A(0,0); B(2;4); C(4;4);
D( —4, —4); E(5;9).

46) Dibujar la parabola x=(y -3¢ — L.
a) ;En qué puntos corta a los ejes coor-
denados? b) ;Es funcion?

47) Dibujarla parabola x = —2-(y =5 +7.

48) Graficar:y = 0,25-%.

49) Graficar:y = 2x* —5.

50) Graficar:y = —x —3. :
51) Graficar:y = - —x —2.
52) Graﬁca;:y = 2% 45,
53) Graficar:x =y* +2y —3;.

54) Determinar graficamente la interseccion
delascurvas:y =¥ —4;x =y* — 4.

e

Resp: 1=V; 2=T; 3=1; 4=]; 5=H; 6=G;

7=U; 8=T; 9=L; 10=B; 11 =E; 12=N;

13=R; 14=P; 15=W; 16=R; 17-=G;
18=U; 19=D; 20=F; 21=Y; 22-A;
23=5; 24=C; 25=K; 26=Q; 27=M;

28 = ninguna; 29 = Q; 30 = ninguna;
31) a) V(2 ;0); b)punto minimo (2,5;0);
¢) x=2,5; d) (2:5;0) a las X; (0:25) a las
Y: 32) a) V(1;; —9); b) punto minimo,
(155 =9 vic) (0,0)4.(3;0)
a las X_; (0,0) a las Y. 33) a) V(3, —4);

x=1-lr; d)

b) punto  minime (3, —=4); ¢
d) y=2-(x-3%-4; e x=3+ /2;

f) y=14; 34) a) V(—2;1); b) punto maximo
(=215 0x = -2, d)y = -3+ +1;

x=3;

€) x=-2+L/3;0) y= —11; 35) a) (4, =3);.

3 ox = 4
dy = —(x—-4)"-3; ejnoexiste;f} y = —19;
36) a) V(3, —5); b) punto minimo (3, —5);
9 x=3 d y=2-x-3"-5 ¢ (3 +
+M;O) A (3—;—&;0) a .las X;
H (0;13) a las Y; 38) u=—1; v’ = -5
39) V(—1;3); 40) V(5;5)

b) punte maximo (4,

41) V(-=3;4);

42) y=(x=3) —4; 43) y= —2-(x—2) —6;
" 44) P(1;3); 45) C y E; 46) a) (8;0), (0;2),

(0;4); b) no.

g
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La elipse, su ecuacién y sus elementos.

_47=_§N1DAD ?ﬂv’*ﬁi e ; e

SQQVEBQQ

507. ECUACION DE LA ELIPSE :
La ecuacion de la elipse que tiene su centro en el
origen del sistema es:

E o4 f -1

en la cual »at es el semicje mayor y »b¢, el semi-

eje ‘menor (Fig. 1). Esta ecuacién se la puede
expresar también, en la forma:

A-x +B-y =K

en que A, B y K son todos distintos de cero, todos
positivos o todos negativos. _
Si a>b el eje mayor es horizontal (Fig. 1).

(x:;xw) _

{(XXXVII).

Si a<b, el eje mayor es vertical (Fig. 2).

Por ejemplo: dibujar la elipse:

43 + 9y = 144

Solucion: Al dividir la ecuacién dada por
144, se obtiene: g

Y
!

de donde: a ==£6; b =44. Con estos valores se
sabe que el eje mayor mide 12 unidades y es ho-
rizontal; ‘el eje menor mide 8 unidades y es ver-

3
\
5
B
L —
// b A
'ﬁ-l 1 a Az 2
-5 ol 4 ! 5 i
\ 7
8,
-5
Fig. 1

Fig. 2

tical. Ademas, estos valores permiten conocer
cuatro puntos de la elipse: (6; 0), ( —6; 0), (0;4),
(0, —4) (Fig. 1).

Para determinar otros puntos de la elipse
basta despejar "y de la ecuacion dada o la »x¢,
obteniéndose en este ejemplo:

y = £ +/144 — 4,
obien: x = -5 +/144 —9

Porlotanto: eldominioes: —<x=<6 .

el rango es: —4=y=4

»Tabla de valores«:

x|£6| £5 | 4 +3 +2 +1 0
y| O [£2,21[42,98|+£346 3,74 +3,94 {44
Y
& =
Fig. 3
X
(0] -
)381 (




~ Si la elipse tiene su centro en el origen del ~ Ademas, determinar sus semiejes y dibujar-
sistema de coordenadas, los puntos de intersec- a. : Peis
cion con los ejes del sistema son: (Régp_; €2, =3);a=4;,b=3;

(z=a, 0)a (0, £ b).

Si el centro de la elipse estd en un punto : ;
cualquiera (u, v), como se indica en la figura 3, 5) Dibujar la elipse: 4-(x—4)' +y° = 100.
su ecuacion es: 6) Si el drea de una elipse es: x-ab. ;Cual es

el drea de la elipse 3x* +4y* =72?

7) Calcular el 4rea comprendida entre las

(x=2) , (z+3) _

= o G-

= - (XxxVIIL) o
4-(x +2)° +9y* =36; X +y° +2x —15=0.
- 508. EJERCICIOS 8) Calcular el 4rea comprendida por la inter- -
5 1) Dibujarla elipse: 9% + 4y = 36 seccién de las curvas: ' :
2) gCuént_o mide el eje mayor y el eje menor oy =0
dc:a.ellpsc: = ) 95 + 4y = 36; :
35 +4y" = 24? Dibujarla. D) 4" + 9y + 16x —20 = 0

3) El centro de una elipse esta en ( —4; 3). Si

; : : 9) Resolver graficamente el sistema:
su eje mayor mide 8 unidades y el menor

. 3 i x +2) 3
6 unidades, ;cual es su ecuacion? L-j-l + T o 1 -

o=
4) Determinar la ecuacion canonica y las co- x—17 + ¢ o

ordenadas del centro de la elipse:- ; '

9 + 16y" — 36x + 96y + 36 = 0. : S (Resp.:x = —5;y=0)
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48 UNIDAD

La hipérbola, su ecuacién. Asintotas.

509. ECUACIONES DE LA HIPERBOLA

La hipérbola es una curva que tiene dos ramas
que se abren continuamente. (La parabola tiene
s6lo una rama.)

La ecuacion mis conocida de esta curva es:

xy =K : (XXXIX)

Corresponde a una hipérbola equildtera
(las dos ramas iguales y simétricas respecto a los
ejes del sistema o 2 su origen) (Fig. 12 4).

Una hipérbola se la puede expresar, tam-
bién, en la forma: :

e T

€0mo, asimismo, porla ecuacion:

Ax’ - By =K (XLIL)

siendo A, B y K positives. -
Pueden presentarse los siguientes graficos:




Si k =0, corresponde a la interseccién de dos
rectas que pasan por el origen, pues se obtiene:

- WA +v/By) (VAx ~/By) =0
Por lo tanto, una de las rectas es:

V/Ax +1/ By = 0de pendiente my = — L2,
la otra recta es: v/ A-x —/ .B-y = Ddcp;:n-_-
I'diemem, =ﬁ

VB

Estas rectas se llaman asintotas y las ramas
de la hipérbola ticnden a cortarse con ellas, apro-
ximindose cada vez mas, pero sin lograrlo ja-

mas.
Si la ecuacion esta dada en la forma
'y ¥
& v

las asintotas son: y = %oxny = "*:—-x

En la misma forma que en las curvas estu-
diadas mas atras, para la hipérbola de centro
{u, v) se tiene:

(x—u) _ (y=vr -1

= = (xL11)

510. EJERCICIOS

1) Dibujar la hipérbola y las asintotas. de

48 — 9y = 36.
Ademas, determinar el angulo que forman.
las asintotas entre si.

2) Idem.: 9% — 4y’ = 36.

3) Dibujarla hiperbolaxy = 24.

4) Dibujar la hipérbola: xy = —24

5) Dibujar las curvas: X4y =4; % -y =;t.

6) Dibujar la hipérbola: 9y° — 4x* = 36.

7): La ley de Boyle-Mariette expresa que »a
temperatura constante, los volimenes que
ocupa una misma masa gaseosa son inver-
samente proporcionales a las presiones a

que esta sometida®. De acuerdo con esta
ley complete la tabla siguiente y grafique.

V(cm’)| |8[12 |6| 4 i _

LA
.

8) Determinar graficamente la interseccién de
las curvas:

e —y2 =1: 2" +3y’ =12

9) Determinar graficamente si las siguientes
curvas tienen algiin punte comun:
(y —x) (y +x) = 8; 9% +25y" = 225 ;Que

curvas son?

‘Observacion: la demostracién de las formulas y

mayores detalles sobre las conicas puede consul-
tarse el Tomo 11 del mismo autor.

e e i alanalela o il an Ll



49 UNIDAD

Resolucién gréfica de sistemas de ecuaciones y de inccuaciones.

511. SISTEMAS DE ECUACIONES

Resolver geométricamente los siguientes siste-
mas de ecuaciones y, en seguida, compruebe
encontradas.

algebraicamente las sohiciones

Ademis, identifique previamente las curvas.

2) ¥ +y =100
'_Y =

) &£ —2y=6
4x —y =11 S oex

3) 3x +7y =11 4 xy =24

5%x +3y = =25 4x + 9y =60
5) Xy =24
3y —4x +12 =0
6) ¥ +y = T £ +y =1
2 i
9 16y = E+E =1
8 ¥ + y¥=169 x=y¥- 7
9% — 16y =144 X +5y =49
1) 2%+ vy 1 =0
5x —4y — 10 =0
x —6y —12 =0
Resp.: 1) x =4; =5 2) X’ =8; ¥ =6; X" = —6;

y'=—8;3)x= -8, y=54)x =8y =3, x" =12;

Y =2; 5) X =6 y =4 x"= -3 y'= -8,

6) x=+t4; y-='0; Nx==42;y= 41/ 3; 8) x = +4;

6 25
y=0;9x=2y=4310)x=g5jy = —75-

512. GRAFICOS DE INECUACIONES

~ A) El grafico de la ecuacién y =3x —4 divide al
plano en dos semiplanos. La recta obtenida es
la ﬁf_romer_a“_ entre ellos y, por lo tanto, los pun-
tos de la recta no pertenecen a ninguno de estos

semiplanos.

Si consu:leramos las inecuaciones:

a) y>3x —4); b) y<3x —4 veremos que hay
puntos de uno de los semiplanos que satisfacen
a una de estas inecuaciones y no a la otra; lo
mismo sucede con los puntos del otro semiplano.

En nuestro ejemplo, los puntos A, C y E que
estan a la Pizquierda® de la recta L satisfacen a.

la inecuacion a) y los puntos tales como B, D y

F que pertenecen al semiplano de la »derechat
satisfacen a la inecuacion b). Verifiquelo usted
para ambos semiplanos. ;Ademds, qué puede
usted decir del origen?

Este ejemplo indica que para ubicar los
‘puntos que satisfacen a una inecuacién lineal del
tipo: a) y>m-x +n; b) y<m +n-xnes ‘convenien-
te proceder en ¢l orden siguiente:

1°. determinar la »frontera® para lo el 6
dibuja la recta y =m-+x +n;

2°. se verifica si la desigualdad se cumple o
no para el origen. Si se cumple, quiere decir que
los puntos del semiplano que contiene al-oﬁgeﬁ
son los puntos pedidos. Si la desigualdad no se
cur'nplé para el origen, quiere decir que los pun-
tos pedidos son los del otro semiplano;

" )385(



3°. si la recta pasa por el origen, se consi-

dera un punto cualquiera de uno de los semipla-

" nos y se calcula si sus coordenadas satisfacen o
no la inecuacion.
B) El mismo camino anterior es aplicable
a inecuaciones de segundo grado o cuadraticas.
Por ejemplo: Graficar: '
X +y <16
Solucion: Se dibuja la circunferencia

£ +y =16
que es la »rontera®. Los puntos del circulo (re-
gion interior) cumplen con la inecuacién dada:

X + ¥ <16

Verifiquelo usted para el origen y los puntos
(2;3),(-3, -1),3, =5 y(-1,6).

Y
A
51

(6,5

513. E[ERCICIOS

En los ejercicios siguientes es conveniente dibu-
jar la »frontera® con linea punteada (-----) cuan-

)

do no esta incluida; o con linea continua (
cuando se la incluye. _
Dibujar el grafico de las siguientes inecua-
ciones:
1) y< —2x +3
'2) 2x —3y>6
3) 5x +2y <0

Y x>y

;-5-_)_ ~3igx<2
6 —4<y< -1
- )3me(

v

D x+y=2

8) 2x —5y=< -3

I‘))I Dibujar en un solo grafico: 4y = 3x —12,
7y +4x = 28.
(Para senalar mejor los semiplanos corres-

pondientes a cada inecuacion es convenien-
te usar lapices de colores).

10) Idem.: 2y =2 3x;y = — 5x + 4

1) Idem.:1 = x=5; - 3=sy=<4

12) ldem.: {y<4x+5} N {y= 3 x = In
Niy= - —% x +51

13) Idem.: {3x +7y — 1120} N {5x +3y +25< 0}

14) Idem.: {y=0,5x +9} N [3x<11 —7y}

~15) Idem.: {x<2y} N [2x= —5]

16) Graficar: (x —3)" + (y +4)f >25
17) Graficar: & +y* < 64
18) Graficar:_ (x -{»5)2 +(y —2)2 = 36
19) Graficar: y= -%—xg -3

Solucién: 1°. Dibujar la parabola

y=0,5-x* =3 (Fig. 1).

Fig. 1

2°. Verificar si las coordenadas del origen
satisfacen o no la inecuacién dada.

En este ejemplo, el origen (0, 0) satisface la
inecuacién y, por lo tanto, los puntos pedi-
dos son los que estin entre las ramas de la
parabola (region interior) y la curva mis-
ma, pues la Mrontera® esta incluida.



20) Graficar: xy = 12

21) Graficar:
22) Graficar:

23) Graficar:

X +y =25

x +2y >4
x2+y2536 '
X +y > 9|

16X + 9y < 144
y>x =3

'24) Graficar y Pachurar¢ la regién que cumpla

con las inecuaciones:

(x—1) + (y +3)° _<\/‘§-';x >2

25) Graficar y »achurart: 4x® + 9y <36
_ X +y =16

- 26) Graficar y »achurar¢;

i +8x +y* —10y +1 < 0} N
N {x* =2x +y° +4y—21 < 0}




50 UNIDAD |
Ecuaciones de la tangente a la curva.

OPTATIVO

514. ECUACIONES DE LA TANGENTE

A UNA CURVA i :

. Tomaremos, primeramente, la ecuacion de la
tangente a una circunferencia.

Sea Pi(x%,, y,) un punto de la circunferen-
cax® +y° =1 (A)

_Ademés, si Pi(xi, y1) es otro punto de ella,
la ecuacion de la secante que pasa por estos dos

puntos es (N° 481):
o &) (B)
L Y

Fo(*o1Yo)

Fig. 2

\‘_' Como P, y P; pertenecen a la circunferen-
qia A), sus coordenadas deben satisfacer a su

" ecuacion, es decir:

x;z +y12 = r‘a
%yl =4

x;2 B +Y12 _yaz ‘___0

(x: +k.) x—x)+n +v)0h —y) =0

| dedonde; 22X o X
~ Luego, Ia ecuacion B) de la secante P,P

qﬂeda:
+
Yy — Y = — H (X — %) (xL1i1)

Al girar la secante P,P; en torno al punte
P, de modo que P; tienda a P,, el valor de x
sc hace igual a x,, el valor de y; se iguala con

el de y, y la secante PP, se convierte en la tan-

gente L (Fig. 2). Con estas consideraciones cbte-

NEmos sucesivamente:

2%,
Vs R )
2 2

Ye¥o Yo = — X% +X%

X% +Y Y% =% +%

Pero, al pertenecer P, a la circunferencia
resulta x,* +y,° =1*; con esto Ia ecuacién de
la tangente en el punto P, de la circunferencia
es:

X X% +y % S

(xL1V)

Esta ecuacién se obtiene ficilmente »desdo-
blando¢ la ecuacién de la circunferencia dada en
XX +y.y =r; en seguida, basta reemplazar uno
de los factores de las coordenadas variables por
las del punto de tangencia (%, ¥,)-

Otra demostracién: (para los alumnos que
saben Calculo Diferencial).

La ecuacién de la tangente en el punto P,
de la circunferencia dada es:

- a)y —Ye -m:(x —%) que corresponde al
haz de rectas por este punto (N° 480).

Pero la pendiente »m¢ equivale a la deriva-

da de la curva (circunferencia en este caso) en el

punto dado P,. Por lo tanto, al derivar la ecua-

= 2 .
cion: ¥ +y* =1 se obtiene:
X

2x +2yy) =0 dedonde:y = ——

Ya
seguir como se hizo mas atras.

¥
Xa e
Luego: m = — v este valor sustituido en a)
da:
& Xo -
Y — Yo = — — -+ {(x—x,), etc., pues basta

Este procedimiento es general. Por ejemplo,

T P ePaTTeTY TTTNY



para la parébéla: ¥ =2px la ecuacion de la
tangente en P, es:
. Y =Y = m - (x —x,) que es el haz de rectas
por P;.
Pero m =y’; por lo tanto, al derivar la ecua-
cién de la parabola obtenemos 2y-y’ =2p de don-

de: vy’ = % = m.

En el punto P, se tiene: m = -%. con lo que

. resulta:

Y =% = x — %)
Y% =y =xp —p%

Como P, pertenece a la parabola da&a, ob-

| tenemos: y,. =2pX.

Con esto queda:

Yoyt 2Pk B SR H

de. donde: Y ¥e =P (x+x) (xLV)

Esta es la ecuacion de la tangente a la pa-
rabola y* =2p-x en el punto Po(%, y,) de ella.

Este resultado indica que la ecuacion
y* =2p-x se »desdobla¢ en y-y =p-(x +x) bastan-
do reemplazar una de las coordenadas variables
por las fijas del punto dado P,. : -

Este mismo camino seguiremos para deter-
minar la ecuacion de la t;iﬁgeme a la circunfe-
rencia: x° +y —2ux—2vy + k=0 (ecuacién
general), en el punto P, (%, ¥a).
~ Como la tangente es una recta que pasa

“por P, su ecuacion es:

A) y—¥ =m-(x—x%)

Pero la pendiente de la tangente es m =y’;
para determinarla basta derivar la ecuacion de
la circunferencia obteniéndose:

2x+2y;y —2u —2vy’ =0

De aqui resulta: y' = V=

' X% +y:¥ —u(x+x) —vi{yty) +k =0

u — X
Ve

3

ParaP,es: y> =
Al sustituir este valor en A) resulta;
u-% :
Y=Y = 5=y (X %)
de donde:
VYo —VY HV Yo Yo =UX —X-X, —ux +%°
Xo tYo' —Xotk —UK HVY —Vy, —y-y +ux =0 (B)

_ Pero como P, pertenece a la circunferencia,
se obtiene:

X +Yo —2uX% —2v-y, +k =0 (C) .

Al efectuar la resta (C — B) resulta:

{(xLvI)

Esta es la ecuacion de la tangente a la cir-
cunferencia dadaen el punto P, (x,, y,) deella.

Se obtiene también, como en los ejemplos
anteriores, Pdesdoblando® la ecuacion de la eir-
cunferencia dada.

En general, si la ecuacién de la curva es:

Ax" + By +2C-xy+2D-x +2E:y +F =0

la ecuacion de la tangente en un punto P, (%, ¥)

de la curva, se obtiene *desdoblandot la ecua-
cion anterior en la forma:

Axx + By:y + C(xy+xy) + D-{x +x) +

+E(y+y) +F =0

En seguida, basta reemplazar parcialmente
las coordenadas variables por las del punte dado
P, de tangencia (obsérvese el reemplazo en xy):

(XLvIr)

AX X +By y +C(x¥ +%y) +D(x +x) +
+E(y +y,)+F =0
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FORMULARIO
A) TRIANGULOS Y CUADRILATEROS

1) CUADRADO

3 lado = a;'perimetro = 4a; diagonald = a\/2
al oS ; 5 :

“dreaA =a = - d
a
2) RECTANGULO
lados:aa b
. perimetro = 2 - (a +b)
b areaA = ab
diagonald =+/ a +b
a

3) ROMBO

lado = a; altura = h; diagonalcs =e af
perimetro = 4a
alturah = a -senq

srea A =a-h =4 e-f =a - sena

lados = aa b; h = altura; diagonales = eaf
perimetro = 2 - (a +b)

h =b-sena

e =/ (a+h-cota)’ +H

f =+/(a=h-cota) +u"

area A = a-h = ab-sen a = .*2, ef-sen’ ¢

lados = a, b, e, d; altura = h; mediana = m

S€N o+ senﬁ)
Ser . » sen d

perimetro = a+b+c+d = a+c+h-(

df- h =d-¥sencr = b-sen g
P = e
; s 7 a+c¢
dreaA = (—5— )-h =mh
e e




6) TRIANGULO .

lados = a, b, c; r = radio circunferencia circunscrita;
p = radio circunferencia inscrita;

Pas pb, p:. = radios circunferencias ex inscritas

-2s = perimetro = a +b+¢
a+b4c

s semiperimetro =

a® =b* & — 2bc-cosa

z 2o b 1 abe
areaA=TL =Tbc-senn: = = SSp ==

A=Vs(s-a)(s-b)(s—0 = —a..) “pa =V ppa‘py e :

o =5 VE-AG DGO =
abe i

42/ 5(5~a) (s —b)(s—0)

T =

lado = a:altura = h
perimetro 5 da
altura h =';52‘— \/—?;

. e
irea A = —; ah =5-\/3

yast(




9) TRAPEZOIDE

perimetro = a +b +c +d

angulos =a +8 +v + § = 360°
area A =_—‘f ef-sene¢

¢ = ‘angulo que forman las diagonales e y f.

T

B) POLIGONOS REGULARES INSCRITOS O CIRCUNSCRITOS EN UNA
CIRCUNFERENCIA DE RADIO »r¢

{ = lado poligono inscrito; p = apotema; o« =% del centro;
Abreviaturas: ‘L = lado poligono circunscrito; § = % del poligono;

A = drea; p = perimetro; V .= volumen engendrado.

10) CUADRADO

L=rv2Zipi =820 =5V
a =90°8, =90° L, =2r :
g J{"" A, (inscrito) = 2r%; A, = (circunscrito) = 4r°

4 : 1 V (en torno al lado) = r P

11) TRIANGULO EQUILATERO

Bt e L
as =120% 8 = 60°; 1
A; (inscrito) =3¢ -v/3 '

As (circunscrito) . 3¢ /3

V (en torno al lado) =+ # 7

12) PéNTAGONO
= b =52 V10-2/5ps = - (V5+D)= V6425
il Lo =2r-v/5 -2/5; a5 = 72 Bs = 108° |
- A Ginscrito) =5 /10245

V (en torno al lado) = —,li- x L (54+2:/5)




13) HEXAGONO
ls =r;ps = 6r; ps = %_\/"3;({5 = 60°; _ﬁs. = 120°;

Le = %’r \/3-, Ag (inscrito) = %-r* 3
A (circunserito) = 26 -\/3

V (en torne al lado) = -g—_n- £

14; OCTOGONO
ls =rm{=)0,765-r;ps(=)6,'122-r
ps = 5 /B S 2(=)0924 -1y = 45%; By — 135°
Le =2r-(/Z —1)(=)0,8284 - r
Ag (inserito) =-2rf 2 : _
Ay (Grcunsents) =B (N (T~ 1) (=)0 0lho

V (entornoal lade) = 2¢f - (342 \/E) (=)36,62-F

15) DECAGONO :
he =+(/5-1)(=)0,618-r
Pro (=) 6,18-1; io = 36°; fre = 144
pio =5V 10 +22/5(=)0951 :r
Lio =§r:v/25-103/5(=)0,649 - r
Aso (inscrito) = 21 -\/m (=) 2939 -1

V (en torno a un lado) =3 - (5+2 \/5) - £ (=)74,39%4 -F

16) DODECAGONG

la=12/2 —v/3 = 3 6/6 /) (=)0518

piz (=) 621655 q10 = 30%; Bz = 150°

b= /2 S =ty L N D D0%6E
Liz =2r-(2 ;\/'5)( =)0,5359 - r

A, ; (inscrito) = 31

A (circunscrito) = 120 - 2 — v/3) (=) 32154 - ¢

V (en t_omo-.a un lado) = 3% - (744 /3)-F(=)13127 -8

)393(




17) PENTADECAGONG : '
hs = 4-(\/ 1042 V5 + V3 — V15 (=)0416-r

s = 240; Ib’15. = 1560-.

18) FORMULAS GENERALES

n = namero de lados
I, = AB (lado poligono inscrito de »n lados)
L, = CD (lado poligono: circunscrito de »n¢« la-

dos)

pn = OM (apotema del poligono de "n¢ lados)

ks = AT (lado poligono de doble nimero de la-
dos respecto al de »n’ lados)

A, = area del poligono regular inscrito.
A, = area del poligono regular circunserito.

,—r\/z— 4_(1‘

5 T o ' by
b o=baoV/ 4 = (5 gy -
! 5 -—‘__F/—"'_'_'_

L. 2= A, = n-i'z < =-‘1rn-18u‘c0t 13Onz%rl ¢ - sen 3¢ 2 .g 180

=
A = n‘rz‘h" perimetro p = n'l, = 2nr-sen $= 2nr-sen 5 =2n - p, —tg%
R = 2r ¢ =%£ msecmo‘ e (n —.231-180" — 180°

4= 360°

19) Cualquier poligono o cualquierfigura
a) Se descompone en triangulos:

A=Al+ANID +ATI

b) se descompone en trapecios de igual altu-
ra Yha: :

A=h-( h+b+bh+...+ b)




C) EL CIRCULO, LA ELIPSE YLA PARABOLA

20) CIRCULO
perimetro: C =2z r =x d
area A =i = %r-d"'
r = radio

d = diametro

21) Seetorcircular

a = arco; a = % del centro; 1 radian = 57%.3;
1% =0,01745 rad.

A=Loonr =—i—ar

a =« -r(aen radianes)

A =51 -u (a en radianes)

a =arco;c = cuerda; f = flecha .

A = sector — A 2_3%)'_'[;_‘:;(;__—_11

A :%r-(a — [ =SEN)

A =%Iﬁ * (@ — sena) (@ en radianes)

23) ANILLO O CORONA CIRCULAR

A=r-R-1) =—}1-1rc2‘

- )395¢(
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A= R -1

A = circulo — segmento [ — segmento 11

semiejes:aAab -

LIPSE :
/:\ : e
_ﬂ %
. k_/ : perimetro( =)= -(a +b)
PARABOLA

A=¢F

perimetro = r (1 +—;—\/§) (=)1,707xr

e ekl
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D) POLIEDROS REGULARES

a = arista; R = radio esfera circunscrita; r = radio esfera inscrita.

Ay =area total; V= volumen.

29) TETRAEDRO REGULAR

A =a" /3 (=)1732 .4
h =36
V =52 = 1,118 -2

R =0612-a; r =0204-a

30) HEXAEDRO REGULAR O CUBO

R =0866-a;r =0,5-a

31) OGTAEDRO REGULAR

A =2a" /3 =3464 -2
h =52
V =Z \/3(=)0471 -5

R =0,707 :a;r = 0,408 -2 -

| NA GEEE _eumaa . saa N T T LT LN Toperaeea ey oy _rwpesgareey
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32) DODECAGONO REGULAR

= 3a® -\/I'- 25 +10 -+/ 5 = 20,646 - 2°

A
V =2(1547-v/5) = 7,663 -4
R =1,401-a

r =1,114-a

A =5a° /3 = 8,660 -2

V =3a - 3+V/5) =2,182-4
R =0951-a;r =0,756-a

A; = area lateral; A, =
Ay 0

area total; a =

E) TIPO PRISMAS Y PIRAMIDES

B = area basal; 2s = perimetro basal

34) PARALELEPIPEDO RECTANGULAR

Ay =2c¢-(a+b)
' A, =2 -(ab +ac +bc)
d c
i
S d =2 +b +&
; - .
1
- V =abc
; -~
// b
a
35) PRISMA RECTO
=
I A =2s-1
h E { V =B-h
S ..---""'"L"'--..;_‘ A=A +2-B
F 5 B .
a

)398(

arista basal; [ = arista lateral; h = altura;




36) PRISMA OBLICUO _ - j |

Q = seccion recta (es pcrp;:ndicu}a.r a las anstas
laterales) :

p = perimetrode la seccién recta .Q S

A =p-l

A =p-I +2-B

V =B-h

p = apotema lateral

s =semiperimetro basal
{ = arista lateral
S :
: A =s-p +B
v =_%— B - h (cualquier pirimide)

A =(s +%)p
Ae -_—At +B1 +B'.z
V —%-(B +B, +\/B By)

V =2 (2ab +be + ad + 2cd)
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F) CUERPOS REDONDOS

g = generatriz; h = altura; Ry r = radios.

Lo o s ol b e b i ol o

40) CILINDRO RECTO

@ A (mamo) ~2erg '

B =x¢
g ' h A =2xr-(g +r1)

Sl i V ==t -h (cualquier cilindro)

= --..\‘
g e :
F 8 i
- A

41) CILINDRO OBLICUO

Q = seccion recta-(perpcndi'cular. a la generatriz)
~ _a = radiodela seccién recta °

A =2xa-g

A =2x-(a-g +1)

Vst k-

Al =xr-(g +o)

V-3 r? (@ te)

43) CILINDRQ OBLICUO TRUNCADO

a = radiode la seccién recta Q

A =rac(z t+m)

V =522 (g +)




44) CONO RECTO

A, (manto) =xT:E =wl -V r fh

V-5B-h
Vv ='—1‘:-}J-E‘§-h
ifl".'..a’




48) TRONCO DE CONO RECTO

A =xg-(R+r1)=2rp -h (pl| gen punto medio M)

= ”3}‘ (R* +1* +R-r) (recto u oblicuo)

. g =v(R-1) +h

49) TONEL

V =22 2F +1%)

V =222-D +d)

51') ESFERA

R = radio; D = didmetro
A =4zR = I

V-4:R -LD

yao2(




52) CASQUETE, ZONA Y SEGMENTO ESFERICOS

C’asquete: A=2xR-h =x-¢

Zona A=2xR:h
Segmento de 1 base: V. == (W 4 3a%) = 2K . 3R _py

Segmento de 2 bases o »rebanadat:

v =xh g +3a’ +3b%)

V = % T Rz -h
54) ANILLO ESFERICO
V=%::h
Husoesférico: A =R?. o
Cuiia (inglete) V =xR o
) 403

e 55




56) TORO

A =47'r-(R-1) =7 -(R* -a%)

V=227 -R-1) =47 - (R +a) (R ~a)’

57) PARABOLOIDE

=

V==1xzf-h
58) ELIPSOIDE

V = % rabe

i T a

59) rorMULA DE SARRUS. Es vilida para calcu- En esta férmula B; y B, son las dreas
lar el volumen del prismoide, prisma, cilindro, de las bases paralelas entre si y situadas a la
piramide, tronco de piramide, cono, tronco de distancia Ph« una de la otra. (B; o B; pueden
cono, esfera, segmento de esfera, elipsoide y seg- ser nulas, como en el cono; o0 ambas nulas como en
mento de elipsoide. : la esfera).

V = 2.(B, +B, +4-B)

60) TEOREMA DE GUILDIN (cuerpo de revolucion)

Q = area de la figura que gira en torno al eje;
[ = longitud de la linea o perimetro de la fi-
_gura que gira;

A = 4rea de la superficie engendrada;

V = volumen del cuerpo engendrado;

r = distancia del centro de gravedad de la
figura que gira al eje de rotacion.

A =2xr-l : '

vV = 211' s Q




- 61) VOLUMEN ENGENDRADO POR UN TRIANGULO al girar en torne al lado »a«:

o 4 . s—a)(s=h)(s—c)
Vo= e a
siendos = i-tgi

G) GEOMETRIA ANALITICA

62) Distancia entre dos puntos

A(x1, y1) A B(x2, y2) en el plano:

d = +N/(Xz —x; ) +(§_’2 —Yl)2

63) Distancia entre dos puntos A(x1, Y1) A B(xa, y2) del espacio:

d = +v/(xe —x) +(—n) +(@z=-2z)

64) Distancia de un punto P(x;, y1) a la rectay=mx+n © alarectaax +by +c=0:

A T —=mX; n it I&X] +by; +.CI
d-— ;.l+mi 4 ;a‘i-h

- 65) Distancia del punto P(x, y,) al plano Ax +By +Cz +D =0-
| A% + By + Gz +D|
VA ER +c

[

d

66) Distancia entre dos planes paralelos:

Ax +By +Cz+D =0; Ax +By +Cz +D’ =0:

d = lD"D,i
‘A +B tC

67) Area del A ABC de vértices AGu, y1), B(xs, y2), Clxe, yo):

A = %I (s —%) - y1 + (1—%) * ¥ +0e—x)

o bien: X oy 1 ; X W
. ; :

A=%' X oy 1 A =51% W

X3 yz 1 i X Ys

Y405 (




68) Area que tiene un vértice en el origen:

A= %‘| (%1°y2 —y1°%)]

69) Area del cuadrilitero ABCD de vértices
Alxs, 1), Blxe, y2), Clxs, ya), D(xa, ya):
area =5l Ge—x) -y + (%) -y +

+ (% ‘X4)'Ya + (x3 _Xl)'y-lj

70) Pendiente o inclinacion de una recta:

4

me ol
-_K'z‘—)ﬂ_ ga

m = pendiente o coeficiente angular
n = coeficiente de posicion

a = inclinacion (en grados o radianes)

71) Ecuaciones de la recta:

¥
b
General: Ax +By +C =0
\ : - = Principal: y = mx +n
; & ¥
De segmentos: — + =1
2 bt - Normal: X-c0Sp +y-Seng =p
P ’ .
: - ' \ X

e




72) ‘Coordenadas del punto P(x, y) que divide a un trazo AB en la'razéonx = % de modo que

Y AP ;
' - A
B{‘ 'yZJ - R = N+ mexg
1+ X n+m
Vi +A -y _ B dmey
iy Sk o
A > 1 para puntointerior
A <1 para punto exterior
A =1parael punto medio
4x

73) Coordenadas del punto medio de un trazo:

X +x : ¥ty
iswel

74) Coordenadas del centrode gravedad de un triangulo de vértices Alxy, v, 1), B(xz, vz, z)

C(xa,Ya,Za)i

;,+X2+x,. _}'[+Y2+Yg:.z=21+zn+z3

X= ———,y=—73p"2%,

75) Coordenadas del centro de gravedad de un tetraedro de vértices A(x1, v1, z1), B(xe, Vi, z),’

. C(xas YS,.Zs)YD(X(,Yh Z{)-

_ X txtx +x

¥: +Yz.+h +Y-l 7 =
= 3

Z tz +z -l-z.'
y STl

76) Recta porel origen:

Y=H}x.

77) Rectas por el punto P(xi, y;) o »haz de rectase por P:

Y =% =m-(x —x;')

1407 (

ei— -



78) Recta por dos puntos A(xi, yi) A B(xe,y):

Yora i e i
X — X X — Xy

79) Rectas paralelas: -

condicién: m; = me

80) Rectas perpendiculares:

| condicién: my = -m—ll,obien:ml “me = —1

I} 81) Angulo é formado por dos rectas:

il . 82) Ecuacién de la bisectriz de dos rectas:

Ap-x +Biy +G ¥ Ar-x+B oy + 0,

VAL 7B VA: + B

| : Y =X -—m Yy —Mg-X —ng
= : =+ -

. o bien e BT

83) Condicion para que tres puntos A(x;, y1), B(x, y2) y C(xs, ys) sean colineales:

K}Y11
X v 1 =10
Xs}'sl

3

E
‘ : o bien: (x3—%) *yi + (xi —%) - V2 + (xa— X1)-ys =0
|

84) Condicién para que las rectas A;x+ Byy+C; = 0; Ag-x +B -y +C; =0

Az-x + By-y + G = 0, sean concurrentes:

A B, G ;
Ay B: Cz =0
Ay By G
: Si se cumple esta condicién, las rectas pueden ser coincidentes, paralelas o cortarse
*en un punto. . '
Y408




Las coordenadas &(: centro. i §|'1'1'l-.(u,_-v).

85) Ecuaciones--g}_e_' la circunferencia:
Eeuacion general: e +v +D-x +E-y+F =0

E. 3 D 4E -4F
—%‘ V= g Eti s

siendou = :
Ecuacién canodnica: (x —uf +(y—-v) =+¢F

Ecuacién central: x* +y* = ¢

86) Circunferencia tangente. a ambos ejes coordenados:

x=tF +-1F =1

87) Ecuacion de la tangente a la circunferencia (x —uf + _(y.—v)x = % en el punto
P(x, y1) deella: e
ewi= i K)

88) Ecuacion de la tangente a la circunferencia:

x +y’ +2D-x +2E-y +F = 0 en el punto P (x;, y1) ueella:
%%y +yyn +D:(x +%1) +E(y +y:) +F =0

: ; :
89) Ecuaciéon de la tangente a la circunferencia central en el punto P(x, y1) es:

.X'-)ﬁ +YY1 = I‘2

90) La ecuacién del eje radical de dos circunferencias:
%+ 42D, x 42E; -y +F;, =0
x +y +2D, x +2E;,-y +F, =0
es: 2-(Dy ~Dy)-x +2(E —Fa) -y + (F, —Fs) =0

91) La potencia de un punto A(x;, y;) respecto a la circunferencia (x —u}’ + (y =

es: P =(x —uf + (yi—v) obien: P =x?+ it +2D-x + 2E v1 +F

2409



ELIPSE

92) Ecuacién central: % +%: = 1, o bien:

A-¥ +B-yY = C siendo A,B,C todos positivos o todos negativos.
Sia >b, el eje mayores horizontal
Sia < b, el eje mavor es vertical

= , o wt o ey
Ecuacion canonica: B e

siendo (u, v) las coordenadas del centro.

Ecuacion general:

Ax+B-y +D-x +E-y+F =0

obien: A - (x +T?¥)2 +B-(y+ _2%_)2 S K

2
siendoK = D+ £ _F

si K =0 se obtiene el punto ( —%; — -2%)_
| : oo .
| si k>0, es una elipse de centro (u,v) = ( = 2A: B
i . st k<0, es el conjunto vacio &J
I
I
34 PARABOLA

93) Funcién cuadritica: y = ax® + bx +¢

# » 2 % 4 _b2
vertice V (u,v) dondeu = Ea_b Vo= aia

¢je de simetria: x = — 2—:

Bt 2
Ecuacion canonica:y =a-(x —u) +v

Ecuacién general: A-y* +D-x +E-y +F =0

HIPERBOLA

2
X

= b
: = S Y= e ex
94) Ecuacién central: — — i = 1, asintotas:

y = V4

:g'ﬁi'en: A-x* ~B-y* =C (siendo A, B, C positives).

= e (R
Ecuacion candnica: e

=1

A




Ecuacion general:

A-x +B:y’ +D-x +E+y +F = 0; o bien:

: . ; . 2 : _ 3 3
s Ax+ DY 4B-(y+ SF —Ksiendo: K-+ E _p =
- Si A-B<0 (signos contrarios) y K70 se obtiene una hipérbola de centro = 2—'%, = %) ={u, v).

Si k =0, representa dos rectas que se cortan.

95) e ECUACION CUADRATICA GENERAL:
A% 4By +Cxy+Dx +Ey +F = 0 s e

a) siA =0, es una parabola
si A <0, es una elipse
si A > 0, es una hipérbola
siA < 0,C=0yA =B, esunacircunferencia.
b) SiC = Oqueda:
Ax +By* +D=x +E-y +F =0 que puede ser un punto, una recta, dos rectas paralelas o una
seccion conica.
. 81 A =B =0es unarecta
si A =B#0 puede ser un punto, una circunferencia o el ¢
si A=0 (0o B=0) es una parabola o dos rectas paralelasoel ¢
si A-B> 0, es una alipse o un punto o ¢l ¢ .

st A-B<0, esuna hipérbela o dos rectas concurrentes.

.' 411 (
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angulo diedro: 289

angulos {(de dos rectas): 349
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angulo inscrito: 20, 129

angulos interior y exterior en el circulo:
127

angulos misma y distinta naturaleza:
49 ;
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angulo poliedro: 290
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angulo (triseccién del): 47

angulo (medida de un): 23, 123

anillo circular: 20 ;

anillo esférico: 307, 325, 402

Apolonio: 11, 188

apotema: 242, 208

Arquimedes: 11, 256, 285

arco; 19, 122

arca capaz: 20, 124, 125

arco comprendido: 20

areas (caleulo de): 145, 151, 173, 230,
242, 393

arista: 289

ariesa: 300

asintotas: 384, 410

axioma: 37

Baricentro: tog
bisectriz: 31, 43, 80

bisectriz (ecuacion de 1a): 359, 408
Bolvai: 11

- €

* Céleulo de pi: 240, 256
~ casqueté esférico: 307, 403

)412(

catetos: 29, 42

centro radical: 220

centro de homatecia o similitud: 223

centro de gravedad: 44, 105

central: 133, 217

cercha: 29

cilindro: 297, 312

circunferencia y circulo: 19, 122, 153,
221

circunferencia circunserita: 43, 104

circunferencia ex inscrita: 44, 105, 153

circunferencia inscrita: 44, 104, 152

circunferencia de Apelonio: 187

ciclotomia: 62

circuncentro: 43

cengruencia: 74

cono: 302, 312 :

coeficiente angular y de posicion: 345

construcciones geométricas: 29, 33, 4b,
62, 265

construcciones de triangulos y cuadrila-
teros: 109, 119, 126

corrcspondeﬁcia biunivoca: 75

- comparacion de dreas: 228

corolario: 52

conceptos primarios: [1
correspondencia biuniveca: 75
comparacion de dreas; 228
corolario: 52

conceptos primarios: 11
concavo: 16, 26 :

convexo y noconvexo: 16, 26
corona circular: 20
cuadrilateros: 85, 88
cuadrilateros:(area de): 151, 343, 406
cuadrilatero circunserito: 135
cuadrilatero inscrito: 127
cuadrantil: 46

cuadratura del circulo: 160, 259
cuadrado: 85, 145

cuarta proporcional: 183, 265
cubo: 296, 311

cuerda: 19, 122, 207

CUErpos geometricos: 293, 310
cuerpos de revolucion: 297, 302, 315
cufia: 307, 315, 327

cuspide: 298

Definicién: 37

deltoide: 85, go

demostracién: 38

demostracion indirecta: 50

Descartes: 338

diagonales: 52, 54, 88

diametro: 19

diedro: 28g

distancia foeal: 334, 336

distancia (entre puntos 'y rectas): 42,
349, 350, 357 '

division armonica: 187
division de untrazo: 86, 340
division de figuras: 160
dominio: 16, 365

duplicacion del cubo

i 369, 411
gje de simetria: 75, %85,
cjeradical: 217,218
elementos homélogos:

clipse: 334, 381

elipsoide: 404

escolio: 52

escuadra: 29

esfera: 30b, 332

espacio: 12, 286

equivalencia de figuras: 144
estereometria; 285

estrella: 66, 255

Euclides: g

expresiones homogeneas: 264
expresiones heterogeneas: 264

F

- Figuras congruentes: 74

Figuras equivalentes: 144
Figuras semejantes: 198
flecha: 19

frontera: 13,15

foco: 334, 335

‘ funcién: 366

funcién cuadratica; 369, 411

G

~ Geometria: 10

‘Geometria analitica: 338, 405
Geometria no euclideana: 11
generatriz: 13, 297
goniometro: 24

grado sexagesimai: 23
grado centesimal: 24
gradoes de expresiones: 264
Guldin: 327

H

Harpedonaptas: 1o
haz de rectas: 346
hipérbola: 336, 383, 410
hipotenusa; 29, 42

- hipétesis: 38
horizontal: 14

husa esferico: 307, 315, 327, 403
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Icosaedro: 310, 331, 398
icosdgono: 15

incentro; 44, 104
indlinacion de recta: 945
inecuaciones (graficos): 385

L

Ladoterminal: 35

linecas: 12

lineas proporcionales: 180

lineas proporcionales en el tridngulo
rectangulo: 206

lineas proporcionales en el circulo: 207

Lobatschevsky: 11, 38

Los Elementosi g

Lugares Geométricos (L.G.): 69, 8o,

138,334,337

linulas: 216, 234, 235, 236, 237, 238,

239

M

Manto: 297, 302

méxima comiin medida: 179

maxima comun divisor: 179

media proporcional: 183, 209, 266
media y extrema razon: 249

mediana: 45, 94

medida de angulos: 23, ;23

método deductivo: 38

meétodo de isoperimetros: 256

método por reduccitn al absurdo: 50 -

N

No convexo:.15
normal a una eurva: 21

o

Oblicua: 27
octaedro regular: 301, 311, 331, 397

* octogono regular: 242, 393

ortocentro: 43, 105
P

Parabola: 335, 368, 373, 396, 410
paraboloide: 404
paralelepipedo: 294, 31t
parametro: 335

paralela media: 70

. paralelogramo: 85, 88, 145

paralelogramos complementarios: 146,
158

pi: 221, 256 i

pendiente de una recta: 945, 406

piramidé: 208, 399

planimetria: g

plano; 13, 286, 258

plane proyectante: 290

poligonos: 15, 16, 62, 154

poligonas estrellados: 66

poligono regular: 55, 62, 242,392
poligonos congruentes; 74, 91
poligonos semejantes: 198, 221
poligonos homotéticos: 223
poliedros: 293, 331, 397
paligonal; 15,94

potencia de un punto: 217, 408
postulado: 37

~posicion de dos circunferencias: 133

prismas: 294, 312, 398
Principio de Cavalieri: 293
problemas geométricos: 272
proporcién: 183
proyecciones: 147, 200
punto: 11

punto medio: 340

punto armonico: 187
puntos colineales: 287, 343
punto de inflexion: 376
puntos singulares del triangulo: 104

R
Radio: 19, 20
radio de contacto; 19
radio vector: 335, 335
radian: 23
- rakesdela ecuacion cuadritica: 215
rango: 366
rayo; 13

rayos de homotecia: 229
razon de homotecia; 225
rectaz 13, 286, 945, 40b
rectas coplanares: 15, 287
Tectas concurrentes: 15, 408

rectas cruzadas: 15

rectas paralelas: 15, 29, 48, 345, 348

rectas perpendiculares: 24, 27, 30

recta (ecuaciones de la): 345, 347, 348,
357, 406 ;

rectangulo: 86, 145

reduccion al absurdo: 50

region interior y exterior: 15, 17

relaciones métricas: 94, ob, 1T, 206,
207

relaciones en o tridngulo: 109

relaciones en el paralelogramo: 118

relaciones en ef trapecio: 118

relaciones en el trapezoide: 117

rectificacion de la circunferencia: 257

reflexividad: 37,75

rombo y romboide: 86

-

Sagita: 19

seccidn durea o divina: 249

secciones conicas; 334, 361, 368,381
3‘3 -

sectores: 20, 228, 231, 207, 995, 4og

secante: 19, 207

segmentos: 14, 20, 228, 231, 306, 326,
395, 403

semejanza; ig8

semiplane: 13

semirrecta; 13

sentido dextrogiro: 26

simetrales: 31, 44,80 .99

simetria: 75, 102, 375

similitud: 223 : b
sistemas angulares: 23, 123

sisterna cartesiano: 340

sistemna de ecuaciones: 385
superficie: 12, 293

T

Tangente: 19, 21, 134, 207, 388, 4og
teodolito: 24

Teorema: 38

Feorema de Apolonio: 188

- Teorema de Euclides: 149, 151, 160,

206, 212
Teorema de Eudoxio: 299

Teorema de Pitagoras: 150, 211

Teorema de Euler-Descartes: 332

Teorema de Thales: 125, 180, |83, 198

Tmrtma de Guldin: 327, 404

Teorema de congruencia: 76

Teorema de semejanza: 198

Teorema reciproco: 79

tercera proporcional: 189, 266

test: 17, 56, 92, 100, 107, 130, 135, 164,
185, 196, 210, 233, 313, 332

tesis: 38

trapecio: 85, 87, 90, 118, 146

trapezoide: 85, 87, 117

transformacién de figuras: 158

transportador: 25

translacion paralela: 29

transitividad: 37, 75

trazos: 13

trazos (division de): 34, 186, 341, 407

trazos (suma y resta): 33, 264

trazos conmensurables & inconmensura-
bles: 179

transversales del triingulo: 43, 81

triangulo: 41, 146, 340

triangulo isosceles (teoremas en el): B1

triangulo rectangulo (teoremas en ei):

149, 150, 151, 160, 206, 211, 212 -

triangulo (arca del): 151, 342, 391

triseccion del dngulo: 47

tonel: 402

* toro: 328, 404

tronco decono: 305
tronco de pirdmide: 303, 313, 399, 402

u
Una cilindrica: 402
v
Vertical: T4 -
vector: 14
vértice: 16
volumen de cuerpos: 293, 397
Y A
Zona esférica: 307, 403
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